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SO‘Z BOSHI

Matematik analiz fanidan juda ko‘p darsliklar mavjud bo’lib, ular
bir necha jilddan (gismdan) iborat va ularning ko’pchiligi krill
alifbosida yoki rus tilida yozilgan. Bu kamchiliklarni to’ldirishda
T.Azlarov va H.Mansurov tomonidan yozilgan ikki jildlik kitob, so’ng
bu kitobni bakalavr uchun yozilgan variantlari muhim o’rin tutadi. Shu
bilan birga bu kitoblarga amaliy mashg’ulotlarga bo’lgan ehtiyoj
mualliflar A.Sadullayev, H.Mansurov, G.Xudoyberganov, A.Vorisov,
R.G’ulomoy tomonidan tayyorlangan “Matematik analiz kursidan
misol vatmasalalar to’plami” nomli ikki jildli qo’llanma yordamida
to’ldirildi. Bular matematika ixtisosligi bo’yicha mutaxassislar
tayyorlash dasturi asosida yozilgan. Matematik analiz fani soatlar soni
qisqartirilgan holda boshga mutaxassisliklarda ham o’qitiladi. Oliy
matematika, hisob.fanlarida matematik analiz mavzulari gisga holda
o’qitiladi. Shu bilan birga oliy. o’quv yurtlarining sirtqi bo’limining
ko’pgina mutaxassisliklarida.matematik analiz qisqartirilgan soatlarda
o’qitiladi.

Mutaxassislik olayotga“ talabalar uchun matematik analizning
asosiy mavzularini o’zlashtirish va.matematikaning (boshga fanlarning)
boshqa bo’limlarini uzluksiz o’zlashtirish uchun doimo qo’llaniladigan
mavzularni 0’z ichiga olgan va qisqa yozilgan kitob bo’lgani magsadga
muvofiq deb o’ylaymiz.

Ushbu darslikda analiz fanini o’rganish*uchun kerak bo’ladigan
barcha boshlang’ich tushunchalar, belgilarning Kkiritilish tarixi, aosiy
ta’rif va teoremalar, mavzularga doir misollar izohlar bilan yechib
ko’rsatilgan. Har bir mavzu so’ngida testlar va mustaqilbajarish uchun
misollar keltirilgan. Ulardan nazoratlar va sirtqi bo’lim talabalari uchun
yozma topshiriglar tayyorlashda foydalanish mumkin.

Darslik didaktik asosda yozilgan va kerakli “mavzu” (tushuncha)
mundarija orgali oson topiladi.

Kitob oxirida asosiy funksiyalar grafiklari va elementar
matematikaga doir barcha asosiy formulalar keltirilgan.

Ushbu kitob matematika, oliy matematika va matematik analiz
fanlari o’qitiladigan oliy o’quv yurtlari talabalari uchun mo’ljallangan.
Qo’lyozmani sinchiklab o‘qib, uni metodik jihatdan yaxshilanishiga
hissalarini qoshganlilari uchun O’zbekiston milliy universiteti
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“Matematik analiz” kafedrasi, fizika-matematika fanlari nomzodi
dotsent T.To’ychiyevga, Buxoro davlat universiteti “Matematik analiz”
kafedrasi professori T. Rasulovga, dotsent X.R Rasulovga va katta
o’qituvchi A.A. Abdullayevga mualliflar tashakkur izhor giladilar.
Agar siz o‘quvchilar ham go‘llanmaning kamchilik va xatoliklari
hagida o‘z fikrlaringizni bildirsangiz biz o‘z minnatdorchiligimizni
bildirgan bo‘lar edik.
Mualliflar



S.Hodjiyev, N.O.Jo rayeva, M.M.Hamdamov
1§. AYRIM ASOSIY MATEMATIK TUSHUNCHALAR

Biror tasdiq hamda “rost” yoki “yolg‘on” mulohaza yuritish
mumkin bo‘lsa, u “fikr” (gap, ma 'noli so‘z, bayon) deyiladi. Fikrlar
A B,C va hokazo lotin alifbosining bosh harflari bilan belgilanadi.
Masalan, A={5<7}, B={Toshkent O'zbekiston poytaxti;, C=1{9, tubson}. Bu
misolda A B fikrlar “rost”, c-esa “yolg‘on” fikrlar.

Sodda “fikrlardan” murakkab fikrlar “va”, “yoki”, “faqat va
faqat”, “agar..., u holda ...” so‘zlari yordamida tashkil gilinadi. Fikr bir
yoki bir,necha parametrga bog‘lig bo‘lishi mumkin va ular Ay, B(n, m)
, C(x,vy,2),n. kabi belgilanadi. Fikr faqat biror sohada ma’noga ega
bo‘lishi mumkin. Shu sababli u gaysi sohada berilgani ko‘rsatilishi
kerak. Masalan, A@) = +1>0}, xeR da “to‘gri”.

Har bir fan‘boshlang*ich tushuncha, tasdiq va aksiomalar asosida
quriladi.

Aksioma (grekchasse‘zbo‘lib-gabul gilingan holat, talab
gilaman degan ma’noni’ bildiradi)-to‘g°riligi o‘z-o‘zidan ko‘rinib
turgan va isbotsiz qabul qilingan““fikrlar’ga aytiladi.

Lemma (grekcha so‘z beflib, faraz, taxmin)-boshga tasdiglarni
(teoremalarni) isbot qilishda ishlatiladigan yordamchi “tasdiq”.

Teorema (grekcha so‘z bo‘lib, garayman, o‘rganaman degan
ma ‘noni bildiradi)-matematik tasdiq bo“dib, tog riligi isbot qgilish bilan
ko‘rsatiladi.

Teorema asosan ikki gismdan iborat “bo‘ladi: ‘“shart” va
“xulosa”dan iborat. Teoremaning “shart” qismi,xulosa” qismidan “u
holda” (“unda”) so‘zi bilan ajraladi.

Misol. 1-teorema. Agar uchburchak burchaklaridanbittasi o‘tmas
bo‘lsa, u holda golgan ikkitasi o‘tkir bo‘ladi.

Bu teoremada “Agar uchburchak burchaklaridan bittasi o‘tmas
bo‘lsa” so‘zlari teoremaning “shart” qismi, qolgan qismi “xulosa”
bo‘ladi. Qisgacha teorema tuzilishini “agar ..., u holda ...” ko‘rinishida
tasvirlash mumkin.

Teoremani quyidagi “fikr” (bayon) ko‘rinishida yozish mumkin:

(wx) A(X)= B(x),xeM.
Har qanday “agar ..., u holda ...” ko‘rinishida ifodalangan teoremani
unga teskari teorema holda ifodalash mumkin. Berilgan teoremaning
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“shart1” uning “xulosasi” (natijasi) bilan, “xulosasi” esa “sharti” bilan
almashtirilsa, unga teskari teorema hosil bo‘ladi. Bu holda berilgan
teorema to‘g‘ri, ikkinchisi esa teskari teorema bo‘ladi.

To‘g‘ri va unga teskari teoremalar o‘zaro teskari teoremalar
deyiladi. Masalan, quyidagi 2- teoremaga garaylik. Agar berilgan
natural sonning ragamlar yig‘indisi 9 ga bo‘linsa, u holda u son 9 ga
bo‘linadi degan teoremani “to‘g‘ri” teorema desak, uni teskarisi “Agar
berilgan son 9 ga bo‘linsa, u holda sonning ragamlar yig‘indisi 9 ga
bo‘linadi” kabi ifodalanadi.

Agar A(n) = {n sonining raqamlar yig'indisi 9 ga bo'linadi},
B(n) =J{n'soni 9 ga bo'linadi} va bularda neN “fikr’lardan iborat
bo‘lsin.

Agar teorema

(vn) A(n)=B(n),ne N Va (vn) B(n)= A(n),neN
ko‘rinishida bo‘Isa, u o/zaro teskari bo‘ladi. Teskari teorema har doim
o‘rinli bo‘Imasligi mumkin.
1-teoremaning teskarisi o‘rinli emas, ya’'ni “Agar biror uchburchakning
iIkki burchagi o‘tkir bo‘lsa; usholda u to‘g‘ri burchakli bo‘ladi” degan
teorema o‘rinli emas.

To‘g‘ri va teskari teoremalar/o‘zaro teskari bo‘lishi uchun,
ulardagi shartlar na faqgat yetarli“bo‘lishi, shu bilan xulosa o‘rinli
bo‘lishi uchun zarur ham bo‘lishi kerak.

“To‘g‘ri” va “teskari” teoremalar bilan “zartir” va “yetarli” hamda
“zaruriy va yetarli” so‘zlar chambarchas bog:lig;

Agar (vx) A(x) = B(x) teorema o‘rinli bolsapA(x) “fikr” B(x) uchun
yetarli shart, B(x) “fikr” esa A(x) uchun zaruriy shart deyiladi.

Bularni farglash uchun quyidagi teoremani garaylik:

3-teorema. Agar to‘rtburchak to‘g‘ri burchakli bo‘lsa, u holda
uning diagonallari o‘zaro teng bo‘ladi.

Q to‘plam x-to‘rtburchaklardan iborat bo‘lsin, u holda
A(x) = {x to'rtburchaklar to'g'ri to'rburchak}, B(x) = {x to'rtburchak diagonallari o'zaro teng}
“fikrlar” bo‘lsin.

3-teorema to“g‘ri, shu sababli A(x) shart B(x) uchun yetarli, ya’ni
to‘rtburchakning diagonallari teng bo‘lishi uchun uning to‘g‘ri
burchakli bo‘lishi yetarli. B(x) “fikr” (“natija”, “xulosa”) A(x) uchun
zaruriy shart bo‘ladi, chunki to‘rtburchak to‘g‘ri burchakli bo‘lishi
uchun uning diagonallari teng bo‘lishi zaruriy shart (yetarli emas).
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Diagonallar tengligidan to‘rtburchakning doimo to‘g‘ri to‘rtburchak
bo‘lishi kelib chigavermaydi ( 1-rasmga garang).

Agar (vx) A(x)=B(x),xeM teorema
o‘rinli bo‘lishi bilan unga teskari teorema
(vx) B(x) = A(x), xe M teskari teorema ham
o‘rinli bo‘lsa, A(x) “shart” B(x) uchun
“zarur” va “petarli” shart, B(x) esa A4(x) A
uchun zaruriy va vyetrli shart bo‘ladi >
(deyiladi). Bunga misol qilib 2-teoremani 2 2 X
qarash mumkin, ya’ni “sonning 9 ga A
bo‘linishi uchun, uning ragamlar
yig‘indisi 9 ga bo‘linishi zarur va yetarli”. 1- rasm

Eslatma. Agarteoremada “zaruriy va yetarli” shartlar keltirilgan
bo‘lsa, uning isheti zaruriyligi hamda yetarli isbotlab ko‘rsatilishi
shart.

Ayrim hollarda “zaruriysva yetarli” so‘zlar o‘rnida “faqat va faqat
shunda” kabi so‘zlar ishlatilishi mumkin.

2§. TO‘PLAM'TUSHUNCHASI

2.1. To‘plam.tushunchasi

To‘plam tushunchasi matematikaning boshlang‘ich
tushunchalaridan biri bo‘lib, u misollar yordamida tushuntiriladi.
Masalan, shkafdagi kitoblar, barcha /to°g‘ri” kasrlar, quyosh
sistemasidagi sayyoralar, berilgan nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar
to‘plami hagida gapirish mumekin.

2.2. To‘plam elementi

To‘plamni tashkil etgan narsalar (predmetlar) uning“elementlari
deb ataladi.

Odatda, to‘plamlar bosh harflar bilan, uning elementlari esa
kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, A B,c.... larni to‘plam, a,b,c,...
larni esa to‘plam elementi deyish mumekin.

Agar A to‘plamning elementi a bo‘lsa, a< A kabi yoziladi va “a
element A to‘plamga tegishli deb o‘qgiladi”. Aks holda a¢A deb
yoziladi va “a element A to‘plamga tegishli emas” deb o‘giladi.
Masalan, A={2, 4,6,8,10} bo‘lsa, 6eA, 7« A bo‘ladi.
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2.3. Chekli to‘plam

Chekli sondagi elementlardan tashkil topgan to‘plam chekli
to‘plam deb ataladi. Masalan, shkafdagi kitoblar chekli to‘palamni
tashkil etadi.

2.4. Cheksiz to‘plam

Matematik analizda ko‘pincha chekli bo‘lmagan to‘plamlarni cheksiz
to‘plam deyiladi. Masalan, barcha to‘g‘ri kasrlar, berilgan nugtadan
o‘tuvchi barcha to‘g‘ri chiziglar to‘plami cheksiz to‘plamlarga misol
bo‘ladi.

2.5. Qism to‘plam
Agar B to‘plamning har bir elementi A
to‘plamning ham .elementi bo‘lsa, B to‘plam A
to ‘plamning gismi yoki gismiy te‘plami (to‘plam osti) | 4
deb ataladi va B — akabi belgilanadi (2-rasm). Masalan,

B={2468}, A=1{2345678) “ho‘lsin. Bunda BcA
ekanligini ko‘rish giyin emas. 2-rasm

2.6..Bo‘sh to‘plam

Bitta ham elementga egawbo‘lmagan to‘plam be‘sh to‘palam
deyiladi va @ kabi belgilanadi.
Bo‘sh to‘plam har ganday A to‘plamning’ gismi (gismiy to‘plami)
hisoblanadi.

2.7. Teng to‘plamlar

Ta’rif. Agar A va B to‘plamlar uchun AZB va Bc A bo‘lsa, u

holda A va B to‘plamlar bir-biriga teng te ‘plamlar deb.aytaladi va
A=B kabi yoziladi.
Masalan, A to‘plam kz ko‘rinishdagi sonlardan iborat bo‘lsin, bunda
k=0,+1+2,..., ya’ni A={a:a=kr,k=0+1+2...} va B to‘plam esa sinx=0
tenglamaning yechimlaridan iborat, ya’ni B={x:sinx=0}. Agar sinx=0
tenglamaning barcha yechimlari x=kz, k=0,+1+2,... formula bilan
yozlishini hisobga olsak, A=B bo‘Ishini ko‘ramiz.
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To‘plamlar ustida amallar

2.8. To‘plamlar yig‘indisi (birlashmasi) A WB
Ta’rif. A va B to‘plamlarning barcha

elementlaridan tashkil topgan ¢ to‘plam A va B ATB
to ‘plamlarning yig‘indisi (birlashmasi) deyiladi va uc=AuB kabi
belgilanadi (3-rasm). 3-rasm

Quyidagilar o‘rinli: AU@=A AUA=A AUB=BUA.

Masalan, A={2468}, B=1{.234} bo‘lsa, unda ularning yig‘indilari
quyidagi to‘plamdan iborat bo‘ladi: AuB={1,2,34,68}.
Agar A, A A to‘plamlar berilgan bo‘lsa, ularning yigindisi
A UA, URUA, yuqoridadek ta’riflanadi.

2.9. To*plamlar ko‘paytmasi (kesishmasi)
Ta’rif. A«va B to‘plamlarning barcha umumiy elementlaridan

tashkil topgan D to‘plam A va B 4 B
to‘plamlarning ko ‘paytmasi’ ‘(kesishmasi) %
deyiladi. A va B to‘plamlarning ko ‘paytmasi

D=AuUB kabi belgilanidi (4-rasm). Masalan,

A={2,4,6,8}, 4-rasm
B={1,2,3,4) bo‘lsa, ularning ko‘paytmasi A~B={2,4} to‘plam bo‘ladi.
Ta’rifdan bevosita AnA=A, AnB=BaA ekanligi kelib chigadi,
shuningdek, agar A<B bo‘lsa, unda A~B=A bo‘ladi.

Agar A,A,..,A to‘plamlar berilgan bo‘lsa, «ularning ko‘paytmasi

A, NA,n..nA, yugoridadek ta’riflanadi.

2.10. Kesishmaydigan to‘plamlar

Agar AnB=@ bo‘lsa, u holda A va B larga kesishmaydigan
to‘plamlar deyiladi. Masalan, E={246}, F=035 to‘plamlar
kesishmaydigan to‘plamlar bo‘ladi, chunki EnF=0.

2.11. To‘plamlar ayirmasi A @)B
Ta’rif. A to‘plamning B to‘plamga

tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan AB
tuzilgan u to‘plam A to‘plamdan B
to ‘plamning ayirmasi deb ataladi (5-rasm). 5-rasm
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Masalan, agar A={12343, B={3,69,12) bo‘lsa, A\B=1{.2,45} va
B\ A=1{6,9,12} bo‘ladi.

2.12. To‘ldiruvchi to‘plam

Agar A to‘plam s to‘plamning gismi (ya’ni A<S bo‘lsa, ushbu
S\ A ayirmaA to‘plamni s to‘plamga to‘ldiruvchi te ‘plam deb ataladi
va C A kabi yoziladi: c;,A=S\A,

2.13. To‘plamlarning simmetrik ayirmasi
Ta’rif. A to‘plamning B to‘plamga tegishli m
‘ - = B
bo‘lmagans, barcha elementlaridan va B
to‘plamning "A to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan
tuzilgan to‘plam A va B 6-rasm
to ‘plamlarning simmetrik ayirmasi deb ataladi (6-rasm). Simmetrik
ayirma AAB kahi'belgilanadi.
Ta’rifga ko‘ra
AAB=(AVB) U(B\A).
Masalan, agar A=1{12345,6}, B=1{456:8789} bo‘lsa, bu to‘plamning
simmetrik ayirmasi aaB={1,2,37,89ybo‘ladi.

2.14. To‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi

Ikki A va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Birinchi elementi A
to‘plamga, ikkinchi elementi B to‘plamga tegishli bo‘lgan tartiblangan
(a,b) juftliklarni garaylik: ac A beB.

Ta’rif. Barcha (a,b) ko‘rinishdagi juftliklardan tuzilgan to‘plam A
va B to‘plamlarning Dekart ko ‘paytmasi deb ataladi. To‘plamlarning
Dekart ko‘paytmasi AxB kabi belgilanadi. Odatda AxA toSplam A? deb
belgilanadi.: AxA=A?. Bunda (a,b) va (b,a) juftliklar Axg to‘plamning
turli elementlari hisoblanadi.

Masalan, A=1{2}, B=1{23} to‘plamlar uchun
AxB =112}, 1,3} {2.2},{23}}, BxA={{21},{2,2},{31},13.2}} bo‘ladi.

Yugqorida to‘plamlar va ular ustida bajarilgan amallarni tasvirlash
uchun ishlatilgan shakllar Eyler —-Venn diagrammalari deb ataladi.

2.15. Universal to‘plam

Yuqgorida kiritilgan amallar ixtiyoriy to‘plamlar uchun,
to‘plamlarning tabiatiga hech ganday shart qo‘ymasdan ta’riflandi.

Ma nosizlik hollarni istisno gilish uchun odatda barcha amallar biror
10
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universal to ‘plam deb ataluvchi to‘plamning gismiy to‘plamlari ustida
bajariladi deb hisoblanadi va u universal to‘plam u yoki o bilan
belgilanadi.

Matematik analiz kursi davomida universal to‘plam sifatida
asosan haqiqgiy sonlar to‘plami r garaladi.

2.16. To‘plamni bo‘laklash

Biror A to‘plam berilgan bo‘lib, A,A,... A to‘plamlar uning
gismiy to‘plamlari bo‘lsin. A, c A (k=12,....n).

Agar {A A,... A} gismiy to‘plamlar sistemasi uchun:
1) A UAURUA =A
2) A NA =@ (k#iki=12..n)
shartlar bajarilsa, {A4A, ..., A } sistema A da bo‘laklash bajargan yoki A
to‘plam A, A, A; to‘plamlarga boe‘laklangan deyiladi. Ikkala shart

birgalikda A dagivhar'bir element bo‘laklashning bitta va fagat bitta
elementga tegishli bo‘lishinitta’minlaydi.

Masalan, A={,2,3, 4,5 6to‘plam berilgan bo‘lib, A ={,2,3}, A, ={s5},
A, ={6} bo‘lsa, 1) A UA UA AT 2NA NA =0, A,nA =0, ANA =0
. Demak A to‘plam A, A, va A; to‘plamlarga bo‘lingan.

2.17. To‘plamlarni taqqeslash

Turli to‘plamlarni tagqoslashda,=ularni elementlarning miqdori
bo‘yicha solishtiriladi.

Agar A va B lar chekli to‘plamlar~bo‘lsa, u holda ularning
elementlarini bevosita sanash bilan elementlar soni bir-biriga tengligini
yoki A to‘plamning elementlari soni B to‘plamning elementlari sonidan
ko‘p yoki kam ekanini aniglash mumkin.

Agar A va B to‘plamlar cheksiz to‘plamlar bo‘lsa, unda bu
to‘plamlarning elementlarini, ravshanki, sanash yo‘li bilan tagqoslab
bo‘lmaydi. Ammo, bu to‘plamlarni ularning elementlarini bir-biriga
mos go‘yish yo‘li bilan taggoslash mumkin.

11
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2.18. Aksalantirishlar
Ta’rif. Agar E to‘plamdan olingan har bir )

elementga (xeE) biror gonun yoki goidaga
ko‘ra F to‘plamda bitta y element (yeF) mos
go‘yilgan bo‘lsa, u holda E to‘plam F
to‘plamga akslantirilgan deyiladi va f:E—F

yoKi x—f>y kabi belgilanadi. 7-rasm
Bunda E to‘plam ¢ akslantirishning aniglanish sohasi deyiladi.

2.19. Ichiga akslantirish

Ta’xif.» Agar f:E—F akslantirishda fE)=F bo‘lsa, bu
akslantirishga E to‘plamni F ning ichiga akslantirish deyiladi.

2.20. Ustiga (syuryektiv) akslantirish

Ta’rif. Agar f:E—-F akslantirishda f(E)=F bo‘lsa, bu

akslantirishga E to‘plamni<E. ning ustiga (syuryektiv) akslantirish
deyiladi.

2.21. O‘zaro bir qiymatli (biyektiv) akslantirish (moslik)

Agar f:E—F akslantirish,ustiga-akslantirish bo‘lsa va ixtiyoriy
y e F element yagona elementning aksi bo‘lsa, f akslantirish o ‘zaro bir
giymati akslantirish deyiladi.

2.22. Ekvivalent to‘plamlar

Ta’rif. Agar A va B to‘plamlar elementlari orasida o‘zaro bir
giymatli moslik o‘rnatish mumkin bo‘lsa, ularibir-biriga ekvivalent
to ‘plamlar deb ataladi.

Ekvivalent A va B to‘plamlar A~B kabi belgilanadi:» Masalan,
A=1{,2,3 4,5}, B=1{0,11,12,13,14} bo‘lsa, A~B.

2.23. Sanoqli to‘plam

Ta’rif. Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan har
ganday to ‘plam sanoqli te ‘plam deb ataladi.

Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan barcha
to‘plamlar sanoqli te ‘plamlar sinfini tashkil etadi.

To‘plamning qismi o‘ziga ekvivalent bo‘lishi fagat cheksiz
to‘plamlargagina xosdir.
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2.24. To‘plam quvvati

Ekvivalent to‘plamlar sinfining migdoriy xarakteristikasi sifatida
to‘plamning quvvati tushunchasi Kiritiladi. Chekli to‘plamlar uchun
quvvat to‘plam elementlarining sonidan iborat.

2.25. O‘rganish usullari

Odatda jarayonlar deduktiv va induktiv fikrlashlar (usullar)
yordamida o‘rganiladi.

Deduktiv usulda o‘rganishda umumiy tasdiglardan xususiy
tasdiqlarni o‘rinli ekanigini mantigan fikrlab ko‘rsatiladi.

Induktiv usulda esa tasdiq bir nechta to‘g‘ri oddiy Xxususiy
hollardan ‘umumiy hol uchun to‘g‘riligi ko‘rsatiladi.

2.26. Matematik induksiya usuli

Biror n natural songa bog‘liq 4(n) gipoteza bayon gilingan
bo‘lsin. Matematik="induksiya yordamida gipoteza quyidagicha
o‘rganiladi:

1. n=1 da mulohazaning to‘g‘riligi tekshiriladi;

2. n=k da 4(x) mulohaza to‘gri.deb gabul gilinadi;

3. n=k+1 da Ak) to‘g‘riligidan foydalanib Ak+1 uchun
to‘g‘riligi ko‘rsatiladi.

Shundan so‘ng, Am) mulohaza barcha n lar uchun o‘rinli deb
xulosa qgilinadi.

Misol. Quyidagi formulani

P+2°+3%+..4n° =(@]
ixtiyoriy neN da o‘rinli ekanligini isbot giling.
1. n=1 da tenglikning ikkala tomoni 1 ga teng, ya’ni

X :[1(1+1)) 2
2

bo‘lib, matematik induksiyaning birinchi sharti bajariladi.
2. Faraz gilamiz n=k da formula o‘rinli, ya’ni

P+2°+3° +..4k° =[—k(k2+l)j
bo‘lsin. Bu tenglikni ikkala tomoniga (k+1)° hadni go‘shamiz

2 2
P+22 433+ 4k +(k+D)° =(@j +(k+1)°=(k +1)2(k7+k+1j =
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— (k+1)2(wJ= (k+1)2 (k+2j2 =((k +1)(k+2)j2
4 2 2

Shunday qilib formulaning n=k to‘g‘riligidan uning n=k+1 uchun
o‘rinliligi kelib chigdi. Bu esa, formulaning barcha n lar uchun o‘rinli
bo‘lishini bildiradi.

3§. HAQIQIY SONLAR

3.1. Natural sonlar. Tartiblangan to‘plam

Sanashda ishlailadigan sonlar natural sonlar to‘plamini tashkil
giladi. Barcha natural sonlar {1, 2,3,...} to‘plami N harfi bilan
belgilanadi. Bu to‘plamdan olingan ixtiyoriy natural son n,m va p lar
uchun quyidagi ikki tasdig doimo o‘rinli:

1) n=m,n>m, n<mmunosabatlardan bittasi va fagat bittasi o‘rinli;

2) n<m, m<p tengsizliklardan n<p tengsizlik o‘rinli ekanligi kelib
chigadi.

Agar biror £ to“plamning‘elementlari uchun yugorida keltirilgan
1) va 2) tasdiglar o‘rinli"bo‘lsa,. E to‘plam tartiblangan te‘plam
deyiladi. Natural sonlar to‘plami.tartiblangan to‘plam.

Natural sonlar to‘plami quyidan 1 bilan chegaralangan, yugoridan
chegaralanmagan.

3.2. Natural sonlar ustida bajariladigan amallar

Natural sonlar to‘plami N da ikkita amal-go‘shish (n+m) va
ko‘paytirish (n-m) amallari doimo bajariladi va ular quyidagi xossalarga
ega.

1°. Kommutativlik: n+m=m+n, n-m=m-n.

2°. Assotsiativlik: (n+m)+p=n+(m+p), (h-m)-p=n-(m-p).

3°. Distributivlik: (n+m)-p=n-p+m-p.

4°. N to‘plamda shunday k element borki, k-n=n-k=n bo‘ladi. Bu
element k=1 dir,

3.3. Butun sonlar

Natural sonlarga garama-garshi sonlar manfiy butun sonlar
(manfiy natural) deyiladi.

Barcha manfiy natural sonlar, nol soni va barcha natural sonlar
butun sonlar deyiladi va u z harfi bilan belgilanadi:

14
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Z={.,-4,-3-2-1,0,12,34,.}.
Bu to‘plamdagi O soni ixtiyoriy neN uchun n+0=n va n+(-n)=0
tengliklarni ganoatlantiradi. Bu yerda n va -n o‘zaro garama-garshi
sonlar deb ataladi. Ravshanki, Ncz.
Butun sonlar to‘plami tartiblangan. Butun sonlar to‘plami ham quyidan,
ham yugoridan chegaralanmagan.

3.4. Butun sonlar to‘plamida bajariladigan amallar

1°. Kommutativlik; n+m=m+n, n-m=m-n.

2°. Assotsiativlik: (n+m)+p=n+(m+p), (n-m)-p=n-(m-p).

3°.Distributivlik: (n+m)-p=n-p+m-p.

4°, z:to‘plamda shunday k element borki, k-n=n-k=n bo‘ladi. Bu
element k=1 dir,

5°. Ixtiyoriy 4 ez element uchun z to‘plamda shunday element

—q mavjudki, q%(-q)=0 bo‘ladi.
6°. Ixtiyoriy qez element uchun q+0=0+q=q bo‘ladi.
7°. Ixtiyoriy qezwelementuchun q-0=0-q=0 bo‘ladi.

3.5. Ratsional sonlar
Ushbu  gisgarmaydigan r:%;pez,nel\l kasr  ko‘rinishida

tasvirlanadigan har bir son ratsional son deyiladi. Ratsional sonlar
to‘plami @ harfi bilan belgilanadi:

Q:{r:r:%, peZ,neN, EKUB(p:n)y=1}.

Ravshanki, Ncz 0.
Ratsional sonlar to‘plami tartiblangan. Ratsional sonlar to‘plami
ham quyidan, ham yugoridan chegaralanmagan.

3.6. Ratsional sonlar to‘plamida bajariladigan amallar

Ratsional sonlar to‘plamida qo‘shish, ko‘paytirish, ayirish
amallari bilan bir gatorda bo‘lish amali (nolga teng bo‘Imagan songa)
ham Kiritiladi va bu amallarga nisbatan ushbu xossalar o‘rinli (bu
xossalarda r,t va s lar ixtiyoriy ratsional sonlar):

1°. Kommutativlik: r+t=t+r, rt=tr.

2°. Assotsiativlik: (r+t)+s=r+(t+s), (r-t)-s=r-(t-s).

3°. Distributivlik: (r+t)-s=r-s+t-s.

4°. Nol sonining xususiyati: r+0=r, r-0=0.
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5°. Bir sonining xususiyati: r-1=r.

6°. Qarama-qarshi elementning mavjudligi: vr eQ uchun shunday
~reQ son mavjudki, r+(-r)=0 bo‘ladi.

7°. Teskari elementning mavjudligi: vreQ (r=0) uchun shunday
r*eQ son mavjudki, r-r? =1 bo‘ladi.

8°. Ixtiyoriy reQ, teQ, seQ sonlar uchun r>t bo‘lganda
r+s>t+s.

9°. IXtiyoriy reQ, teQ, seQ (s>0) sonlar uchun r>t bo‘lganda
r-s>t-s bo‘ladi.

10°.«Ixtiyoriy ikki musbat r va t ratsional sonlar uchun shunday
natural 'son“» mavjudki, n.-r>t bo‘ladi. Bu xossa odatda Arximed
aksiomasi deyiladi.

3.7. Ratsional sonlar to‘plamining asosiy xossalari

Ratsional “.sonlar < to‘plami ikkita asosiy xo0ssaga ega:
tartiblanganlik va zichlik.

Ratsional sonlarite ‘plamining tartiblanganligi. Ratsional sonlar
to‘plami @ dan olingan ixtiyoriy ratsional r,s,t sonlar uchun quyidagi
ikki tasdiqg o‘rinli bo‘ladi:

1) r=s,r>s,r<s munosabatlardan bittasi-va fagat bittasi o‘rinli.
2) r<s,s<t tengsizliklardan r<t tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi kelib
chigadi.

Bu hol ratsional sonlar to‘plami Q“ning tartiblanganlik xossasini
ifodalaydi.

Ratsional sonlar te‘plamining zichligi. Faraz gilaylik, reQ,teQ

va r<t bo‘lsin. U holda rT*teQ va r<rT+t<t bo‘ladi. Bu esa r va t

ratsional sonlar orasida rTH ratsional son bor ekanligini kosrsatadi. rTH

r+s

2
va t orasida joylashgan STH ratsional sonlar borligini ko‘ramiz:

sonni s bilan belgilab, r va ssonlari orasida joylashgan hamda s

r+s r+t s+t
r< < < <t.
2 2 2
Bu jarayonni istagancha davom ettirish yo‘li bilan ixtiyoriy r va

t ratsional sonlar orasida cheksiz ko‘p ratsional sonlar borligi
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aniglanadi. Mana shu xossa ratsional sonlar to‘plami @ ning zichligi
xossasi deyiladi.

3.8. To‘plamning eng katta elementi

Ta’rif. Agar shunday r" e A (A<Q) topilib, wrea uchun r<r’
tengsizlik bajarilsa, r* ratsional son A te‘plamning eng katta elementi
deyiladi.

3.9. To‘plamning eng Kkichik elementi

Ta’rif. Agar shunday r.eA (Ac=Q) topilib, vreA uchun rx>r.
tengsizlik“bajarilsa, r. ratsional son A te‘plamning eng kichik
elementi deyiladi.

3.10. Ratsionalisonlar to‘plamini kengaytirish zaruriyati

Tomoni bir.birlikka teng bo‘lgan gasc kvadratni garaylik.

Bu kvadratnng diagonali oB ning uzunligi v2 gateng. Sirkulning
uchini 0 nuqgtada qo‘yib, radiusi oB ga teng © B
bo‘lgan aylana chizaylik«Bu aylana oA tomon ..
joylashgan to‘g‘ri chizigni b nugtada kesadi.

OA<OB bo‘lgani uchun® D hugta A
nuqtadan o‘ngga joylashgan bo‘ladi<Ravshanki,

oB=0D=+2. Demak, D nugtaga /2 son mos © A4 D
keladi. v2 esa ratsional son emas. 7-rasm

Bu quyidagi teoremada isbotlanadi.

Teorema. Ratsional sonlar to‘plami “@~da kvadratni 2 ga teng
bo‘lgan ratsional son mavjud emas.

Teskarisini  faraz qilaylik, ya’'ni @ to‘plamda shunday

gisgarmaydigan % (pez,neN) Kkasr ko‘rinishida yoziladigan ratsional

son borki,
p\* _
() - @
tenglik o°rinli bo‘lsin. Yuqoridagi tenglikni quyidagicha
p? =2n? (2)

yozib olamiz. Bundan p juft son ekanligi ko‘rinadi. Demak
p=2m (meZz). Buni (2) ga go‘ysak n?=2m? hosil bo‘ladi. Bu esa n
sonning ham juft ekanligini ko‘rsatadi. Demak, yuqoridagi farazdan p

va n sonlarning juft sonligi kelib chigadi. Binobarin ular uchun 2
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umumiy ko‘paytuvchi. Bu esa % sonning gisgarmaydigan kasr ekaniga
zid.
Shunday qilib, to‘g‘ri chiziqda olingan har bir nugtada
to‘plamda unga mos keladigan ratsional son mavjud bo‘lavermas ekan.
Ratsionl sonlar to‘plamini kengaytirishda bir-biriga ekvivalent

bo‘lgan bir necha usullar mavjud: Koshi usuli, Kantor usuli,
Veyershtrass usuli hamda Dedekind usuli.

3.11. Ratsional sonlar to‘plamida kesim

Ta’xif. Ratsional sonlar to‘plami @ shunday A va A

to‘plamlargaajratilib, bunda
) AxZ,A'2J

2) AUA'=Q

3) VacAVa eA =¥a<a’

shartlar ganoatlantirilsa; A va A to‘plamlar @ to‘plamda kesim
bajaradi deyiladi. Bunda A to‘plam kesimning quyi sinfi, A’ esa yuqori
sinfi deyiladi. Kesim (A=) Kabi belgilanadi.

Masalan: r, va undan kichik'be‘lgan barcha ratsional sonlardan
iborat to‘plam A, r, dan katta'bo*lgan barcha ratsional sonlar to‘plami
A" bo‘lsin: A={r:reQ,r<r},A'={rreQ r,>r}. Bu A va A to‘plamlar
uchun ta’rifidagi uchala shart o‘rinli.bo‘ladi. Demak, bunday tuzilgan
A va A’ to‘plamlar @ da kesim bajaradi. Odatda bu kesim r, = (A A') kabi
belgilanadi.

| tur kesim. Kesimning quyi sinfi A da‘eng katta element (r,
ratsional son) mavjud, kesimning yuqori sinfi A'da esa eng kichik
element mavjud emas. Bunda r, ratsional son quyi. sinf 4 ning
yopuvchi elementi bo‘ladi.

Il tur kesim. Kesimning quyi sinfi A ga eng katta element mavjud
emas, kesimning yugqori sinfi A’ da esa kichik element (r;, p ratsional
son) mavjud. Bunda r, ratsional son yuqori sinf A" ning yopuvchi
element bo‘ladi.

11 tur kesim. Kesimning quyi sinfi A da eng katta element va
kesimning yugori sinfi A" da eng kichik element mavjud emas. Bunda
quyi sinf A da, yugori sinf A’ da yopuvchi elementlar mavjud emas.

Birinchi va ikkinchi tur kesimlarda ularning quyi yoki yugori
sinflarni yopig bo‘lib, yopuvchi elementlarni bir sinfdan ikkinchi
18
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sinfga o‘tkazib, har doim bir turdagi kesimga — quyi sinfi ochiqg, yugori
sinfi esa yopiq bo‘lgan kesimga keltirish mumkin. Quyi sinfda eng katta
element mavjud bo‘lmagan (ochiq sinf) , yugori sinfda esa eng kichik
element mavjud bo‘lgan (yopiq sinf) kesim ratsional kesim deyiladi.

Q da bajariladigan har bir ratsional kesim bitta ratsional sonni

aniglaydi.

3.12. Irratsional son

Irratsional sonlar deb %,(meZ,neN) ko‘rinishida yozib

bo‘lmaydigan sonlarga aytiladi. Masalan, z,4/2,+/5,.... Bunday sonlar
to‘plami w.yoki u harflari bilan belgilanadi.

3.13. Irratsional kesim

Ratsional sonlar to‘plami @ da bajarilgan Il tur kesim quyi sinfi
ham, yugori sinfi‘ham«0chiqg bo‘lgan kesim irratsional kesim deyiladi.

Ta’rif. Ratsional sonlar to‘plami @ da bajarilgan kesim
irratsional sonni aniqlaydi-deyiladi.

3.14./Haqiqiy sonlar

Ta’rif. Ratsional hamdavrirratsional. sonlar umumiy nom bilan
haqiqiy sonlar deyiladi.

Barcha haqiqgiy sonlar to‘plamir_harfi'bilan belgilanadi. Tarifga
ko‘ra, R=Quu. R-lotincha realus = “hagiqiy” degan ma'noni
anglatuvchi so‘zning bosh harfi.

3.15. Haqiqiy sonlar to‘plamida’kesim

Ta’rif. Haqgiqgiy sonlar to‘plami R shunday E va E"to‘plamlarga
ajratilib, unda
1) E=xQ, E'#J
2) EUE'=R
3) VxeE, "' eE = x<xX
shartlar bajarilsa, E va E’ to‘plamlar R to‘plamda kesim bajaradi
deyiladi va (g,e") kabi belgilanadi.

Bunda E to‘plam kesimning quyi sinfi, g’ to‘plam esa kesimning
yuqori sinfi deyiladi.

Masalan, ushbu E={x:xeRx<x} E ={x:xeRx>x} (% <R)
to‘plamlar R da (g, kesim bajaradi. Bu kesimning quyi sinfi E da
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eng katta element (u x, ga teng) bo‘lib, yuqori sinfi e da eng kichik
element bo‘Imaydi.

3.16. Dedekind teoremasi

Teorema. Haqiqiy sonlar to‘plami R da bajarilgan har ganday
(E,E") kesim uchun fagat quyidagi ikki holdan biri bo‘lishi mumkin:

a) Kesimning quyi sinfi —e da eng katta element mavjud, yugori
sinf — E’ da esa eng kichik element mavjud emas;

b) kesimning quyi sinfi — E da eng katta element mavjud emas,
yuqori sinf — E’ da esa eng kichik element mavjud.

Teorema. R da bajarilgan har ganday (g E’) kesim yagona
haqigiy sonni aniglaydi.

3.17. Haqiqiy sonlarning asosiy xossalari

Haqiqiy sonlar to‘plami tartiblanganlik va zichlik xossalariga ega.

|. Tartiblanganlik xossasi.

1) Ixtiyoriy ikki‘x va y sonlar berilgan bo‘lsa, unda

X=y, X<y, X>Vy
munosabatlardan bittasi va fagat bittasi o‘rinli bo‘ladi;

2) x, y, z hagigiy sonlaruchun ushbu x<vy, y<z tengsizliklardan
x < z tengsizlik kelib chigadi.

Il. Zichlik (uzluksizlik) xossasi. Ixtiyoriy ikkita x va y hagiqiy
sonlar bo‘lib, x<y (x>y) bo‘lsa, u holda shunday r ratsional son
mavjudki, x<r<y (x>r>z)tengsizlik o‘rinliboladi. Demak, ixtiyoriy
ikkita bir-biriga teng bo‘lmagan haqgiqiy sonlar.orasida kamida bitta
hagiqiy son mavjud. Bundan esa ular orasida cheksiz ko‘p haqgigiy son
mavjudligi kelib chigadi. Demak, R-zich to‘plam ekan.

3.18. Haqiqiy sonlarning asosiy aksiomalari

I. Qo‘shish amali. Ixtiyoriy tartiblangan bir juft a va b hagiqiy
sonlar uchun yagona usul bilan aniglangan va ularning yig‘indisi deb
ataluvchi a+b ko‘rinishda belgilanuvchi son mavjud. Quyidagi xossalar
o‘rinli:

.. Kommutativlik: a+b=b+a.

I2. Assotsiativlik: a+(+c)=(a+b)+c.

I3. IXtiyoriy aeR uchun a+0=a.

l2. IXtiyoriy aeR uchun va unga garama-garshi —a son uchun
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a+(-a)=0.

Il. Ko‘pavtirish amali. Ixtiyoriy tartiblangan bir juft a va b
hagigiy sonlar uchun yagona usul bilan aniglangan va ularning
ko ‘paytmasi deb ataluvchi a-b ko‘rinishda belgilanuvchi son mavjud.
Quyidagi xossalar o‘rinli:

.. Kommutativlik: a-b=b-a.

I12. AssotsiativliK: a-(bc) = (ab)-c.

I15. Bir sonining xususiyati: a-1=a.

I14. Teskari sonning mavjudligi. vacR (a=0) ga teskari son deb

ataluvchi va é ko‘rinishida belgilanuvchi son mavjud bo‘lib

a-izl.
a

I11. Qo‘shish va ko‘paytirish amallari orasidagi bog‘liglik.
Distributivlik (gefshishning ke ‘paytirishga nisbatan tagsimot gonuni)
(a+b)c=ac+bc.

IVV.__Tartiblanganliks 4 Ixtiyoriy a hagigiy son uchun
quyidagilarning biri o‘rinliz-a>0"%(a noldan katta), a=0 (a nolga teng)
yoki a<0 (a kichik noldan), shu-bilan birga a>o0 shart —a <0 shart bilan
teng kuchli.

Agar a>0, b>0 bo‘lsa quyidagilar o‘rinli:
IVi. a+b>0.
V2. ab>o0.

V._Uzluksizlik. Ixtiyorly acAcB, beBcR.va a<b tengsizlik
o‘rinli bo‘lganda, shunday « son mavjudki

a<a<b

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Elementlari I-V xossalarga ega bo‘lgan to‘plam<hagiqiy sonlar
to‘plami deyiladi. Bu to‘plamning har bir elementi “hagigiy son
deyiladi.

3.19. Qo‘shish va ko‘paytirishning asosiy xossalari

Avirish amali. Qo‘shishga nisbatan teskari amal bu ayirish amali.
Ixtiyoriy tartiblangan a va b haqgiqiy sonlar uchun a+(-b) son a
va b sonlar ayirmasi deyiladi va a-b kabi belgilanadi, ya’'ni
a—-b=a+(-b).

Agar
a+b=c
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bo‘lsa, tenglikni ikkala tomoniga —b ni qo‘shib (a+b)+(-b)=c+(-b)
tengsizlikni hosil gilamiz. 12 dan va ayirish ta’rifidan
a+((o+(-b))=c-b,
hamda b+ (-b)=0 dan
a=c—b.

1°. Nol xususiyatga ega bo‘lgan son yagonadir. Faraz gilaylik
nol xususiyatga ega bo‘lgan o va o’ ikkita nol bo‘lsin. U holda I3 dan
0'+0=0, 0+0=0. |l dan tenglikning o‘ng tomonlari teng, bundan chap
tomonlar ham teng bo‘lishi kerak: o=0'.

2°. Berilgan songa garama-garshi son yagonadir. b va ¢ sonlar
a songagarama-garshi sonlar bo‘lsin, ya’ni a+b=0 va a+c=0. Unda
birinchi tenglikdan a+b+c=0+c yoki (a+b)+c=c bundan (a+c)+b=c,
lekin a+c=0, natijada,b=c.

3°. Ixtiyoriy<a son.uchun

-(-a)=a
tenglik o‘rinli.
Hagigatan, a+(=a)=0¢ tenglik kommutativligidan -a+a=0.
Bundan a=—(-a).
4°. Ixtiyoriy a son uchun
a-a=0
tenglik o‘rinli. Hagiqgatdan,
a—-a=a+(—a)=0.
5°. Ixtiyoriy a va b sonlar uchun
—a—-b=-(a+b)
tenglik o‘rinli. Hagiqgatdan,
a+b+(-a-b)=(a-a)+(b-b)=0.
6°. a+x=b tenglama R da yagona
X=b-a
ildizga ega. Hagigatdan, agar a+b=c bo‘lsa, a=c—b ni hisobga olsak,
x=b-a. lldiz mavjudligini ko‘rsatish uchun, x=b-a son ildiz ekanligini
tekshirish kerak:
a+(b-a)=a+[b+(-a)]=[a+(-a)]+b=b.
Bo‘lish amali. Ko‘paytirish amaliga teskari amal, bu bo‘lish
amalidir.
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Ta’rif. Ixtiyoriy tartiblangan a va b (b=0) sonlar uchun, a% son

a sonni b songa bo‘lish deyiladi va % yoki a:b kabi belgilanadi.

7°. Bir soni xususiyatiga ega bo‘lgan son yagona.
8°. Noldan fargli berilgan songa teskari son yagonadir.
9°. Ixtiyoriy a=0 son uchun quyidagi tenglik o‘rinli

=da.

I

10°. Ixtiyoriy a=0 son uchun
a
Z-1.
a

11°. Ixtiyoriy a=0, b=0 uchun
111
ab ab’
12°. ax=b tenglama a=0 da haqiqiy sonlar to‘plamida x:g
yagona yechimga ega.
7°-12° xossalar xuddif1%-6° Xossalar kabi isbot qilinadi.

13°. %:% tenglik b0,/ d #0 da fagat ad=bc shart bajarilganda

o‘rinli.

14°. Ixtiyoriy a, b va ¢ sonlar uchun

a(b—c)=ab-ac

tenglik o‘rinli.

Hagigatdan,

a(b—-c)=a(b-c)+ac—-ac=a(b-c+c)—ac=ab—ac.
15°. Ixtiyoriy a son uchun
a-0=0.
Ixtiyoriy b son uchun b-b=0.4° dan va 14° dan
a-0=a(b-b)=ab—-ab=0

ekanligi kelib chigadi.

16°. Agar ab =0 bo‘lsa, ko‘paytuvchilardan hech bo‘Imaganda biri
nolga teng.

Faraz qilaylik a=0, ab=0 ni i ga ko‘paytiramiz. é(ab):éo,

a
17°. Ixtiyoriy a va b sonlar uchun

bundan (E.ajb=o bundan b=0.
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(-a)b=-ab, (-a)(-b)=ab
bo‘ladi va xususiy holda (-1a=-a.
Hagigatdan,

(-a)b=(-a)b+ab—-ab=(-a+a)b—ab=-ab.
Bundan,
(-a)(—b) =—a(-b) = (-D[a(-b)] = (~1)(-ab) = —(-ab) = ab.
18°. Kasrlarni qo‘shish

b d bd
qoidasi bilan bajariladi.
Isboti. Yuqorida keltirilgan qoidalardan foydalanamiz:

(b=0, d=0)

ad+bC _ g sbe)t —ad L ipet-2d,bc_a ¢
bd bd bd bd bd bd b d
19°. Kasrlarni ko“paytirish
2E_% 2o d=0)
b d_ bd

qoida bilan bajariladi.

o _ac 1 11 1 1) ac
11" = =ac- —=ac===la-—|-|c-= [=—.
bd bd bd b d) bd

20°. , (@#0,b=0) kasrgateskari kasr g bo‘lib, %-2:1 (kasrlarni

ko“paytirish xossasidan kelib chigadi).

21°. Kasrlarni bo‘lish
a c ad

—:—=— (b#0,c#0,d#0)
b'd bc
qoida bilan bajariladi.
Daraja. a hagiqiy son va n natural son berilgan bo‘lsin.
Ta’rif. a sonining n marta o‘zini o‘ziga ko‘paytmasi, a sonining
n-darajasi deyiladi va a" kabi belgilanadi. Demak,
a"=a-a-a-....a.

n marta

Ta’rifdan a° =1 va ixtiyoriy neN uchun
a" =in.
a
22°, Agar m va n butun sonlar bo‘lsa ( a=0),
a"a —a™  (a")" =a™

tengliklar o‘rinli.

Agar m=0,n=0 bo‘lsa, tenglik o‘rinliligi aniq. Agar m,n natural
sonlar bo‘lsa, daraja ta’rifidan
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m+n

a"-a"=a-a-a-..-ra-a-a-a-....a=a

m marta n marta

Agar m<0,n>0Vva a=0 da k=—m hamda k<n da

n marta

f_—/\_*
am an _a—kan _a_n_ a-a-a-...-.a _an—k _am+n
_ L
a a-a-a-...-a
va k>n da
man an 1 n— m+
a a :b_kzakfnza k:a k
Agar m<o,n<0 va a=0 bo‘lsa k=-m, 1=-n deb 11° dan foydalanib
aman za—k .a—l =ik.i|= :-+| =a—(k+l) =am+n.
a a a
Elementlari 1, [Il, [l shartlarni ganoatlantiruvchi hech

bo‘Imaganda bitta elementga ega bo‘lgan to‘plamga maydon deyiladi.
Ratsional senlar, haqgiqiy sonlar, kompleks sonlar va ratsional
funksiyalar mayden hosil giladi.

3.20. Son qiymatlarini tagqeslash va ularning asosiy xossalari

Ta’rif. Agar b—a>0do°lsa, b.son a sondan katta deyiladi va b>a
ko‘rinishida yoziladi yoki a/son b ‘sondan kichik deyiladi va a<b
ko‘rinishida yoziladi. Taggoslashning asesiy xossalarini keltiramiz,

1°. Agar a>b va b>c bo‘lsa, a> ¢ bo‘ladi (tranzitivlik xossasi).
Agar a>b va b>c bo‘lsa, ta’rifdan a<b>0/va b—c>0. IV dan

(a-b)+(b-¢c)>0, a+b-b-c=a=c>0.

2°. Agar a>b bo‘lsa, ixtiyoriy ¢ sonda‘a+e>b+c o‘rinli. Oldingi

bo‘limdagi 5° dan,
a-b=a+c-c+b=(a+c)-(b+c)>0
(chunki a>b), natijada a+c>b+c.

a<b Ko‘rinishdagi munosabat “a Kichik b va a=h “a teng b”
hamda a>b “a Kkatta b” deb o‘giladi.

a<b Y0ozuv b>a Yyozuviga teng kuchli bo‘lib, a=b yoki a<b
ma’noni anglatadi.

3°. Ixtiyoriy ikkita a va b sonlar uchun quyidagi munosabatlardan
fagat bittasi o‘rinli bo‘ladi:

a>b, a=b YoOKi a<b.
4°. Agar a<b bo‘lsa, —a>-b o‘rinli.
Hagigatdan, a<b shartdan —a=-a+b+(-b) = (b—a)+(-b) >0+ (-b) = b
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5°. Agar a<b va c<d bo‘lsa, a+c<b+d o‘rinli, ya’ni bir xil
ishorali tengsizliklarni hadlab go‘shish mumkin.

6°. Agar a<b va c>d bo‘lsa, a—c<b—d o‘rinli.

Hagigatdan, ¢>d va 4° dan—c < —d.
tengsizliklarni go‘shish,
a—c<b-d ega bo‘lamiz.

7°. Agar a<b va c<0 bo‘lsa, ac>bc o‘rinli.

Shu bo‘limdagi 4° dan -c>0 va IV, dan a(-c)<b(-c). Oldingi
bo‘limdagi 17° dan, ac<-cb. Natijada 4° dan, ac>hc.

Natija. Agar b>0, d >0 bo‘lsa,
a C

b~ d
shart ad <bc shartga teng kuchli.

a<b va -c<-d

3.21. Sonli oraliglar (sonli to‘plamlar)

Elementlarishagigiy sonlardan iborat bo‘lgan to‘plam sonli
to ‘plam deyiladi va e~ {x} kabi,belgilanadi.

Matematik analizda-asosan sonli to‘plamlar garaladi.

Sonli oraliglar turi, geometrik'tasviri, belgilanishi va tengsizliklar
yordamida ifodalanishi 1-jadvalda keltirilgan.

1-jadval
: : Geometrik ¢ Tengsizli_klar
Oraliglar turi - Belgilanishi yordamida
tasviri i .
iIfodalanishi
Interval —ALOAAAAO—> (a, b) a<x<b
Kesma — 945 @—> [a, b] a<x<b
(segment)
Yarim —foA > (a, b] a<x<b
interval
Yarim — A [a,b) a<x<b
interval
Nur 2@ > [a, +o0) X>a
Nur —A B —> (=0, b] x<b
Ochiq nur & > (a, +x) X>a
Ochig nur —AAAA A O—> (=0, b) x<b
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Eslatma. Amalda “interval”, “kesma (segment)”, “yarim
interval”, “nur” terminlari yagona nom bilan “sonli oraliglar” deb
yuritiladi.

3.22. Haqiqiy sonning moduli
Hagiqgiy son a ning moduli deb, agar a>0 bo‘lsa, bu sonning
0°‘ziga, agar a<0 bo‘lsa, unga garama-garshi son -a ga aytiladi. a
sonning moduli |a| kabi belgilanadi. Demak,

|a|— a, agar a=0,
~|-a, agar a<Oo.

Masalan, |-5=-(-5=5, chunki -5<0; le-2=e-2 chunki,
e~27..>2.
Geometrik nugtai nazardan |a] son koordinata to‘g‘ri chizig‘ida a
nugtadan o nugtagacha bo‘lgan masofani bildiradi (8-rasm).
G &
@/ % O—a<6> O ® >a a<0
8=rasm

3.23. Haqiqiy son absolyut giymatining xossalari
x e R sonning absolyut qiymati guyidagicha aniglanadi:
X = {x, agar x> 0bo'lsa,
— X, agarx < 0bo'lsa
Haqiqiy sonning absolyut giymatining xossalarini keltiramiz:
1°. xeR son uchun
X =0, X =|-x, x<[x, -x <X
munosabatlar o‘rinli. Bu munosabatlar sonning absolyut giymati
ta’rifidan kelib chiqadi.
20, Agar xeR sonlar

IX<a (a>0) (1)
tengsizlikni ganoatlantirsa, bunday x sonlar
~a<x<a (2)

tengsizliklarni ham ganoatlantiradi va aksincha. Boshgacha aytganda
(1) va (2) tengsizliklar ekvivalent tengsizliklardir:
X <ae=-a<x<a,.

3% Agar xeR sonlar [x<a(a>0) tengsizlikni ganoatlantirsa, bunday x
lar —a<x<a tengsizliklarni ham qanoatlantiradi va aksincha, ya’ni
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X <ae==-a<x<a.

4°. Ikki xeR va yeRr hagigiy sonlar yigindisining absolyut giymati bu
sonlar absolyut giymatlarining yig‘indisidan katta emas, ya’ni

ey <+ -
59 xeR, yeR sonlar uchun

x=yi= -1y
tengsizlik o‘rinli.
6°. xeR, yeR sonlar uchun

- y[=I4-[¥
tenglik o‘rinli.
7° xeR, WeR, y=0 sonlar uchun
_M

¥

X
y

;=< [x =]
munosabatlar o‘rinli.

3.24. Koordinata to‘g‘ri chizig‘idagi ikki nuqta orasidagi masofa
Agar a va b-koordinata to“g‘ri chizig‘idagi ikkita nugta bo‘lsa, u
holda ular orasidagi p(a, b) masofa
pé,b) =|b-al
formula orgali ifodalanadi (9-rasm):

Aaa, Q] =|b—.::|

L

a B
9-rasm
Masalan, a=-3,b=-7 bo‘lsa, bu nugtalar orasidagi/masofa

(-3, -7)=|-7-(-3)|=|-7+3 =4

3.25. To‘plamning aniq yuqori va aniq quyi chegaralari.
Chegaralangan to‘plam

Ta’rif. Agar shunday M son mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy xeE
uchun x<am tengsizlik bajarilsa, E (EcR) to‘plam yugoridan
chegaralangan deyiladi, M son esa E ning yuqori chegarasi deyiladi.

Bu ta’rifni gisgacha quyidagicha aytsa ham bo‘ladi, agar shunday
MeR va ixtiyortiy xeE uchun x<M bo‘lsa, E (EcR) to‘plam
yuqoridan chegaralangan deyiladi, M son esa E ning yugori chegarasi
deyiladi.

Ta’rif. Agar

VM eR,3X, e E:x, >M
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bo‘lsa, E (EcR) to‘plam yuqoridan chegaralanmagan bo‘ladi
Ta’rif. Agar

dneR,VXeE:x=>m
bo‘lsa, E (E<=R) to‘plam quyidan chegaralangan deyiladi, m sonesa E
(E < R) ning quyi chegarasi deyiladi.
Ta’rif. Agar
VmeR,3x, e E:1 X, <m
bo‘lsa, E to‘plam quyidan chegaralanmagan deyiladi.
Ta’rif. Agar EcR to‘plam ham quyidan, ham yugoridan
chegaralangan bo‘lsa, E to‘plam chegaralangan deyiladi.

Masalan, Ez{l%%} to‘plam chegaralangan, N={23..}
to‘plam quyidan< chegaralangan, yuqgoridan chegaralanmagan;

F={x:xeR,x<0to‘plamsesa quyidan chegaralanmagan, yuqoridan
chegaralangan to‘plam bo‘ladi.

Misol. Ushbu Az{n:neN, n } to‘plamning chegaralanganligi

n +1

ko‘rsatilsin.

Ravshanki, ixtiyoriy neN‘da —"

n®+1

>0 bo‘ladi. Demak, A to‘plam

quyidan chegaralangan.

Agar
n sl
N4l 2
bo‘lishini  e’tiborga olsak, unda A to‘plamning yuqoridan
chegaralanganligini topamiz.

Agar E to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, uning yugori
chegarasi cheksiz ko‘p bo‘ladi. Bu tasdiq m sondan katta,bo*ladi ya’ni
har ganday hagigiy son E to‘plamning yuqori chegarasi bo‘la olishidan
kelib chigadi.

Shuningdek, agar E to‘plam quyidan chegaralangan bo‘lsa, uning
quyi chegarasi ham cheksiz ko‘p bo‘ladi. Bu esa m sondan kichik
bo‘lgan har ganday hagigiy son E to‘plamning quyi chegarasi bo‘la
olishidan kelib chigadi.

Teorema. Har ganday yugoridan chegaralangan to‘plam uchun

uning yugori chegaralar orasida eng kichigi mavjud.

0<(n-D*=n*-2n+1=2n<n’41=
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E (EcR) to‘plam yuqgoridan chegaralangan bo‘lsin, ya’ni
shunday haqgigiy M son mavjudki, ixtiyoriy xeE uchun x<™ tengsiz
o‘rinli.

Ta’rif. Yuqoridan chegaralangan E to‘plamning yugori
chegaralarining eng kichigi E ning aniq yuqori chegarasi deb ataladi
va supt kabi belgilanadi.

Misol. E={x:x<0}: supE =0.

Teorema. Har ganday quyidan chegaralangan to‘plam uchun quyi
chegaralari orasida eng kattasi mavjud.

Ta’rif. Quyidan chegaralangan E to‘plamning quyi
chegaralarining eng kattasi E ning aniq quyi chegarasi deb ataladi va
inf E kabi belgilanadi.

Misol. E ={1+—”, n=1 Zn} inf E =1.
n

M1. To’plamlar, haqigiy sonlar va induksiyaga doir mashqlar.

1. Agar A={1y2,3,4,7,8,9,11,17,19}, B={2,4,8,12,13,17,19,21},
C={0,1,3,7,8,11,13,22,21} < bo’lsa, AUB, AUC, BU(C, AUBU
C, A\B, B\C, AnB, AnC, BNC, AnBnNnC topilsin.

2. Agar A={5,7,9,11,13} wva €={1,2,3,4,5,6,9,10,11,12,13,14}
bo’lsa, A to’plamning B to’plamga to’ldiruvchi CsA to’plam topilsin.

3. Agar A={1,2,5,6,7,8,9}," B={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} bo’lsa,
simmetrik AAB ayirma to’plam topilsin.

4. Agar A={1,3,4}, B={2,34,5} bo’lsa, A X B Dekard
ko’paytma topilsin.

5. Agar A=Z, B=Z bo’lsa, A X B “Jekislikda qanday
elementlardan iborat bo’ladi?

6. Agar A={1,2,3}, B={1,2,3,4,5,6,7,8,9}, C={0,1,2,4,5} bo’lsa,
A+B, A+C, B+C, A+B+C to’plamlar quvvati topilsin.

7. Agar D={x: [x-3|<4} to’plam element xususiyatlari bilan
berilgan bo’lsa, to’plamga qancha butun son bor?

8. Agar A={ab,c}, B={1,2,3}, C={k,I,m}, D={4,5,6} bo’lsa,
qaysi to’plamlar orasida o’zaro bir qiymatli akslantirish mumkin?

9. Agar A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} bo’lsa, qism to’plamlarini soni
gancha va ularni toping.

10. Agar A={1,2,3.,4,5} bo’lsa, uni bo’laklarga ajrating.

11. To’g’r1 munosabatlarni toping:

OWNUZ=1Z 2)NNZ =9 IINNZ =12
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Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)TJ.Y
12. A={0,1,2,....9}, N={1,2,3,....,n} bo’lsa, noto’g’ri
munosabatni toping.
1YAUN =N 2J AUN =A 3)A\N = {0}
Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)T.J.Y
13. A=[0,1] va B=[1,2] bo’lsa, A va B orasida qaysi funksiya o’zaro
bir qiymatli akslantirish o’rnatadi.
1) y=x+1 2)y=2-x 3)y=1-X
Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)T.J.Y
14. Bijektiv akslantirishni aniglang.
£ ) (H
15. y=|x+1| funksiyaning R* dagi sigilganini aniglang.
1) y=|x+1| 2) y=-x1 3) y=-x+1
Al B) 2 C)3 D) 1,2 E) TJY
16. A={ax*+bx+c, x €'R}, B={D=b%-4ac< 0}, C={D< 0,a < 0}
bo’lsa, to’g’ri teoremani aniqlang.
1NA=>B 2)A<=>C 3)B=>C
Al B) 2 C)3 D)1,2 E) TJY
17. Ratsional sonlar to’plamida qaysi tengsizlik o’rinli.
1) Agar a>b>0, ¢c>d>0 bo’lsa, ac>bdwbo’ladi;
2) Agar a>b, c<d bo’lsa, a-c>b-d bo’ladi;
3) Agar a>b>0 bo’lsa, a"™>b" (n€ N) bo’ladi.
Al B) 2 C) 2,3 D)1,2,3 E)TJY

18. Sonlarning qaysi biri chekli o’nli ratsional kasrni ifodalaydi?
119

7 17 15 47
1)5 2)2—0 3)5 4)a S)E5
A24 B)245 C)12 D)13 E) TJY
19. Qaysi javobga ratsional sonlar xossasi keltirilgan.,
1) Chegaralanganlik, tartiblanganlik
2) Zichlik, chegaralanganlik
3) Tartiblanganlik, zichlik
4) Chegaralanganlik, zichlik(uzluksizlik),tartiblanganlik

A) 1.2 B) 2,3 C)4 D)1,3 E) TJY
20. Qaysi to’plam ratsional sonlar to’plami bo’ladi?
1)Q:{%;mEZ,nEZ} 2)Q:{%;mEN,nEN}
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3)Q:{%;mEN,nEZ}

A)l B) 2 C)3 D) 1,2 E)T.JY

21. 7,92% 0, (15) =7

Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)T.JY

22.% va% ratsional sonlar orasida nechta ratsional son bor?
Al B) 2 C)3 D)1,2 E) TJY

23. Ratsional sonlar to’plamida quyidagilarning qaysilari kesim
tashkil qiladi?
)A={a€Q:a<-2-}, A={aeQ:a>-203)}
2) A={a'€ ra < 25}, A'={a€Qax-2}
3) A={a € Q:a <1}, A'={a € Q:a >}
Al B) 2 C)3 D)1,2 E)T.J.Y
24. Qaysi kesim'irratsional kesimni ifodalaydi? (ro€ Q)
1)A={a€Q:a<ro} A={a€Q:a=ro}
2) A={a € Q:a <10}, A=fa€Q:a>ro}
)A={a € Q:a<ro}, A={a€Q:a>ro}
Al B) 2 C)3 D)1,2 E) TJY
25. Noto’g’ri tasdigni aniglang.
l.a>b, c>d  bo’lsa, ac>bd bo’ladi.
2. a>b, c>d  bo’lsa, a-c>b-d bo’ladi.
3. a>b>0 bo’lsa, a"™>b" bo’ladi, n €N
Al B) 2 C)3 D)1,2 E)T.JY
26. a — manfiy irratsional son, [a+t1l]=ap bo’lsin. Qaysi tenglik a
sonining kami bilan o’nli yaqinlashish bo’ladi:

1. ao ay az,.. a,+10" 2. ap,a1,a2,as,...,an-10™
3- a01a11a21a31"'1ani10-n
A)1l B) 2 C)3 D)1,2 E) TJY

27. X={1+(-1)"; ne N} to’plam haqidagi to’g’ri tasdigni toping:
1) Yuqoridan chegaralangan;
2) Quyidan chegaralangan;
3) Chegaralanmagan
A)l B) 2 C)3 D)1,2 E)TJY
28. X=(a,b) oraliq haqidagi to’g’ri tasdigqni toping.
1) supX=b; 2)infX=b; 3) IsupX, JinfX
Al B) 2 C)3 D)1,2 E) TJY
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29. Quyidagi tengsizliklarning qaysi o’rinli?

1) al+|b] = |a+b 2) la-b| = [[al-|bl] 3) |al-|b| < |a-b
A)l B) 2 C)3 D)1,2 E)T.JY
30. To’g’ri tenglikni aniglang:
1)VcE€R, cx0=0 2)Vc € R;c’=1  3) Va"=a
Al B) 2 C)3 D)1,2 E)TJY

31.To’g’ri tenglikni aniqglang.

)*Xfa*=la]  2) "Va*'=a  3)Va+b = a+Vb

A) 1l B) 2 C)3 D)1,2 E) TJY
32. Eng katta sonni aniglang.

1) 2V2, \2)214  3)218

A) 1l B) 2 C)3 D)1,2 E) TJY
33. Eng kichik sonniy aniglang

1)272 )24 | 3) 215

Al B) 2 C)3 D)1,2 E)T.JY
34. Matematik induksiya usulinyordamida quyidagi tengliklarni isbot
giling.

1) 1+3+5+...+(2n-1) =n?
2)1:2+2-5+ -+ n(3n—"1) =n?n+l)
3) 142422+, .+ 2™1=2"-1
1 1 1 n
4) sttt (2n-1)(2n+1) _ 2n+i
1 1 1 n+2

9) (1-pA -1~ (n+1)2 ) = ez
6) Bernulli tengsizligini isbotlang.

(1+x1)(1+x2)...(1+Xn) = 1 + x1+Xo+...+Xn  bu yerda Xi, X2...Xn — bir
xil ishorali va -1 dan katta sonlar.
7) Agar x>-1 bo’lsa, (1+x)"=> 1 4 nx (n>1), tengsizlikni isbot
giling

8) 12422432+, +n2= MDD
6

9) Tengsizlikni isbotlang
n!<("7+1)“, n>1

1 1 1
10) 1+T§+ﬁ+---+ﬁ>ﬁ, (n>2)

11) n>-n ifodani 5 ga karraliligini isbotlang.
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4§. SONLAR KETMA-KETLIGI VA UNING LIMITI

4.1. Sonli ketma-ketlik tushunchasi

Faraz qgilaylik, f har bir natural son neN ga biror haqgiqgiy x, eR

sonni mos qo‘yuvchi akslantirish bo‘lsin:
finox,  (x,=1(n).
Bu akslantirish giymatlaridan tuzilgan
Xps Xy Xgyerey Xy yoee
ifoda hagqiqiy sonlar ketma-ketligi (gisqacha sonlar ketma-ketligi)
deyiladi va {x,} ko‘rinishida belgilanadi.
1.,11 1

Misel. x, ==:1,=,=,...,=,...
n 2 3 n

4.2. Sonli ketma-ketlikning yuqoridan (quyidan)
chegaralanganligi

Ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni mavjud bo‘lsaki, vneN
uchun x, <M (x,>M). bo‘dsa; u holda {x,} ketma-ketlik yugoridan
(quyidan) chegaralangan<deyiladi.

Bu ta’rifni quyidagicha gisgacha kabi ifodalash mumkin:

AM eR, “¥ne NixesM (x,>M).

Misol. 1) 0, -1-2-3..-n.. | ketma-ketlik yuqgoridan
chegaralangan, chunki ketma-ketlikning har bir hadi 0 dan katta emas.
2) 1,2,3,..n,. Ketma-ketlik quyidan chegaralangan, chunki {n} ketma-
ketlikning har bir hadi 1 dan kichik emas.

4.3. O¢suvchi sonli ketma-ketliklar
Ta’rif. Agar ixtiyoriy neN uchun

X, < X (X < Xo)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, {x,} o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi) ketma-ketlik
deyiladi.
Misol. 1, 2, 2, 3, 3, 3, .... o‘suvchi; 2,2%,2°,.,2",.. qat’iy o‘suvchi
ketma-ketliklar bo‘ladi.

4.4. Kamayuvchi sonli ketma-ketliklar
Ta’rif. Agar ixtiyoriy neN uchun

Xn Z Xn+1 (Xn > Xn+l)
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tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, {x,} kamayuvchi (gat’iy kamayuvchi) ketma-
ketlik deyiladi.
Misol. 1,2 % . 1 . kamayuvchi.

2'4""" 2n

4.5. Monoton ketma-ketliklar

Ta’rif. O‘suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom
bilan monoton ketma-ketlilar deyiladi.

4.6. Sonli ketma-ketlikning limiti

X1s Xpy Xgyeney Xy pene
sonlar ketma-ketligi hamda biror a son (a<R) berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢>0 olinganda ham shunday natural
n, = ny(€) Son topilsakiy barcha n>n, natural sonlar uchun

x,—a|<¢
tengsizlik bajarilsa, {x} ‘ketma-ketlik yaginlashuvchi deyiladi, a son
esa {x,} ketma-ketlikning limiti.deyiladi va
[imx, =a yoki x, »a

N0 n—o0

kabi belgilanadi.

Bu ta’rifni qisqacha

Ve>0,3n=n(e)eN,[ Vn>n = |x, —a <e

kabi ifodalash mumekin.

Misol. Ushbu x =Va (a>1Ya>1"a Ja ¥a,.. Va,. ketma-
ketlikning limiti 1ga teng bo‘lishini ko‘rsating:

Ixtiyoriy musbat ¢ sonni olamiz. Olingan ¢ songa ko‘ra natural

lga

lg(1+ ¢)

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha natural n sonlar uchun
1 lg(L+s)
|Xn _]-I = Q/a—l‘ = Q/g—l< an° -l<a lga 1= (alog310)|g(1+€) —1=¢

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning limiti 1 ga
teng bo‘lishini ko‘rsatadi.

n, sonni no{ }1 bo‘lsin deb qaraylik. Bu 4holda n>n,

4.7. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari
1°. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va iimx,=a bo‘lib,

n—o0o

a>p (a<q) bo‘lsa, u holda ketma-ketlikning biror hadidan boshlab
keyingi barcha hadlari ham p sondan katta (q sondan kichik) bo‘ladi.
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2°. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, u chegaralangan
bo‘ladi.

3°. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, uning limiti
yagonadir.

4.8. Cheksiz kichik miqdor

Ta’rif. Agar
Iimxn =0

bo‘lsa, u holda x,, ga cheksiz kichik migdor deyiladi.
Misol. x =% o‘zgaruvchi cheksiz kichik migdordir, chunki

n

Iimxn:Iimizo.

n—o0 n—o n

Cheksiz kichik miqgdorlar «,, g, kabi belgilanadi.

1-lemma. Chekli sendagi cheksiz kichik miqdorlar yig‘indisi
cheksiz kichik bo“ladi:

2-lemma. Chegaralangan. ketma-ketlik bilan cheksiz kichik
migdorning ko‘paytmasi‘cheksiz kichik bo‘ladi.

4.9. Cheksiz katta miqdor

Ta’rif. Agar ixtiyoriy &> 0%lingandaham shunday natural n, son

topilsaki, ixtiyoriy n>n, uchun
x| > €
bo‘lsa, x, ga cheksiz katta migdor deyiladi.

Agar ixtiyoriy ¢>0 olinganda ham shunday/n, e N son topilsaki,
vn>n, uchun x,>¢ (x,<-¢) bo‘lsa, unda {x,} kétma-ketlikning limiti
+o (-«) deb olinadi va lim x, = +oo, (Aiiroloxn ——») kabi belgilanadi.

Misol. Ushbu {(-1)"-n}:-1,2,-3,4,.. (-1)" -n,.. ketma-Ketlik cheksiz
katta bo‘ladi. Hagiqgatan, |(-1)"-n/=n bo‘lib, har qanday musbat m son
olinganda ham neN sonni shunday tanlab olish mumkinki,
()" -n[=n>M bo‘ladi.

4.10. Limitga ega bo‘lgan ketma-ketliklar haqida teoremalar
(yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar)

Aytaylik, {x,} va {y,} ketma-ketliklar berilgan bo‘lib, ular chekli
limitga ega bo‘lsin:
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limx =a, [imx =b.

n—o n—oo

U holda:
1) lima £y.) =lim*. tlimVY. =a+b;

n—oo n—oo nN—o0

2) |im(Xn‘yn):|ian'|imyn =a-b,

n—oo N—o0 nN—oo

3) lim> i 8 (b=0,y, #0)
_n:n-aoc—:_ * 'yni
InLrpyn limy. b

bo‘ladi.
4) agar ixtiyoriy n>N uchun x, <y, bo‘lsa, a<b bo‘ladi.

5) e * soni. Quyidagi (y%j” (n=123..) ketma-ketlik
!inl(u%jn — e =2,718281..chekli limitga ega. e irratsional son.

4.11Ketma-ketlik limitining mavjudligi

1. Ixtiyoriy n>wn, uchunyy, <x, <z, tengsizlik o‘rinli bo‘lib,
|niID Y, = Iniﬂ? z, =a bo‘lsa, |niIDX" —a4

2. Agar {x,} ketma-kethik yaginlashuvchi bo‘lib, vneN uchun
X, <¢ (x,>c) bo‘lsa, u holda lim x;*=¢ (lim x> ¢) bo‘ladi.

3. Agar {x,} ketma-ketlik, o‘suvchi bo‘lib, yugoridan
chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega. Agar yuqoridan
chegaralangan bo‘lmasa uning limiti +«~ bo‘ladis

4. Agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lib, quyidan
chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega: {x,}‘ketma-ketlik quyidan
chegaralangan bo‘lmasa uning limiti -~ bo‘ladi.

5. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi: ikKita {x,} va {y,}
ketma-ketlik berilgan bo‘lib quyidagilar:

1) {x,} o‘suvchi, {y,} kamayuvchi ketma-ketlik;
2) ixtiyoriy neN lar uchun x, <y, ;
3) lim (y, —x,) =0 bajarilgan bo‘lsa, {x,} va {y,} yaginlashuvchi va

lim x, =limy,_ o‘rinli bo‘ladi.

n—o0 nN—o0

6. Monoton va chegaralangan ketma-ketlik limitga ega.
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4.12. Qismiy ketma-ketlik

Faraz qilaylik, ixtiyoriy x,%,,%,..x,.. ketma-ketlik berilgan
bo‘lsin. Bu ketma-ketlik hadlaridan tuzilgan ushbu x ,x, .x ...x, ...
n<.<n<. neNk=12.,) ketma-ketlik berilgan {x,} ketma-
ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi

Teorema. Agar {x,} ketma-ketlik limitga (chekli yoki cheksiz)
ega bo‘lsa, uning har ganday gismiy ketma-ketligi shu limitga ega
bo‘ladi.

Eslatma. Ketma-ketlik gismiy ketma-ketligining limiti mavjud
bo‘lishidanberilgan ketma-ketlik limiti mavjud bo‘lishi har doim ham
kelib chigavermaydi.

Ta’rif. {x,} ketma-ketlikning yaginlashuvchi gismiy ketma-

ketligining limiti berilgan ketma-ketlikning gismiy limiti deyiladi.

Misol. 1,1,%, ..... i,... ketma-ketlik, 1,1,1,...,1,... ketma-ketlikning
2" 2 2" 2'3"""n

gismiy ketma-ketligidir.
Lemma (Bolsano=Veyershtrass). Agar {x,} chegaralangan bo‘lsa,

bu ketma-ketlikdan yaqginlashuvchi. qismiy ketma-ketlik ajratish
mumeKin.

4.13. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi mezoni

Ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢>0 olinganda ham shunday n,eN son
mavjud bo‘lsaki, barcha n>n, va m>n, lar uchun
X, —Xu| < &
tengsizlik bajarilsa, {x,} fundamental ketma-ketlik deyiladi.

Teorema (Koshi mezoni). Ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lishi
uchun u fundamental bo‘lishi zarur va yetarlidir.

4.14. Ketma-ketlikning quyi va yuqori limitlari
Ta’rif. {x,} ketma-ketlik gismiy limitlarining eng kattasi berilgan
ketma-ketlikning yugori limiti deyiladi va u
lim*.
ko‘rinishida belgilanadi.
Ta’rif. {x,} ketma-ketlik gqismiy limitlarining eng kichigi berilgan
ketma-ketlikning quyi limiti deyiladi va u

38



S.Hodjiyev, N.O.Jo rayeva, M.M.Hamdamov
limx,

nN—oo

ko‘rinishida belgilanadi.

Teorema. Har ganday ketma-ketlikning quyi va yugori limiti
mavjud.

Teorema. {x,} ketma-ketlik ¢ limitga ega bo‘lishi uchun

lim x, = lim x, =c bo‘lishi zarur va yetarli.

n—o n—w

Misol. Ushbu 1,2,3,1,2,31 2 3,..ketma-ketlikning yuqori limiti
lim x, =3, quyi limiti esa limx, =1 bo‘ladi.

n—o0 N—o

4.15. Ayrim ketma-ketlik (funksiya) lar limitlari
1. lima™s0 “q|<D).

n—o

n 2 N
< 1n :(1+1—|q|} :1+n1—|q|+n(n—1)[l—|q|j +.”+(l—|q|J >n.1_|q|:>
gl gl ol 2 { [ q q

1.1l || ol ~Ja)

sn. o' laepet = <2 bu ves0 n> 0T daorinli.
ol ~[a] n £
2. I|m——0 {Ilm—= }
< %:%: n — = nl < nl = 2 <& Ve>0 n>1+z
2" 2" @Dt g Dy =D -l €
2 2
bo‘lganda. »
2.1*. ||m—_0(a>1) {“m—: }
da>la=1+4,1>0.
nhj_n__n n - n B
a'l a' (1+A4) 1+n/1+7n(n_l)/12+...+1” Ln_l)ﬂ,z
2 2
= ~<e.n>2da L 2 - < 42<g.>
(n-DA 2 (h-DA* ni

3. ||m—k_0(a>1 k > 0) {“m n—+oo]

n—oo n—o

4 a>11>0a=1+4. Binomdan
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n(n-1)

n(n-1) P

a" = (1+ A)" =1+ni+ P LI n>2 da n—1>g natijada

N yoki i1=a-1=a" >(a41) . %>L;Dn, N —> o0 (aT_lJn—m

a——)oo:a——>0 bu k=1 hol (3) kabi, yoki ||m——+oo isbot bo‘ldi.

n n—ow
- —k

Endi k>1 b0‘|Sin.%: > {b:ak>1 %—>oo}:>|im%:+oo.>

4. limial. da-1 vi-1. 1) a>1 bo‘lsin. Unda ¥a>1 boflib

n—o

_he@a-n =

~1+n@®a-1)+ n(” )

®as1)?+.+Wa-1)">n®a-1)=a>n’a-1)=0<¥a-1<

<%<g n>2 (¢ >0) dad/a>1 n—w.p
£

2) 0<a<1, unda 3>1. 1).dan BN ya’'ni, n - o,
a

Bu holda |jm"/a = lim-= =+ —%.
i

N—+0 N—a0

limg,
5. lim¥n=1.
An=p+@n-nf =1+ n(%—1)+$(%—1)2 +h@n e bundan
”‘” D(J’ -y* bundan  @h-v7 <2 4 n_<g bo‘ladi.
n>1+2¢2 o‘rinli bo‘lsa,
6. I|m—=
a'_ aaa.a T U C I D M O T
n 1.2.3-....(n=1)-....n nf 1 2 "mm+l n mi{m+1
<g:n—oo, |m| 0 yetarlicha katta n larda.»
+
2“22n2ta 2 2\ 9 (2) "
6*. ||m——o <0 ;sz-[—j =_.[_j,n%,(2j S0
o N S 12301 3 2 \3 3

7. limna" =

n—o0
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<« Agar |g<1 bo‘lsa. ‘%‘:a>1 :aln 2* va 3 dagidek isbot

q
bo‘ladi.»

8. lim 'Ognbnzo b>1).

< ||m—_o 2* dan. Unda —<a—<1 (yetarli katta n larda) a>1 va

n—oo

ve>0 uchun a=b® bo‘lsin (a=b®>1). Natijada in<—n<1 dan
a

a
— <24 jkkala tomonini b ga ko‘paytiramiz. 1<n<b® va buni

"b" asosga ko‘ra logarfmlaymiz. log, 1<log, n<log, b™ =>0<log, n<en YOKi

n ga bo‘lsak o< '°9nb 0% isbot boldi .»>

Q. ||m\/_ . 4 n!>(g)n ekanligini ko‘rsatamiz.p .

n—w

Matematik induksiyadaw=n=1 da 1>% o‘rinli. n da o‘rinli n!>(gj :

n~n+1 dao‘rinliligini ko‘rsatamiz.

(n+1)1= n'(n+1)>( )(n 1= (”;1) (nilj (g) (n+1)=(”§1j (n+31)” n" =

3 i O i

n

n

Chunki,
(“l)n—l n(n 1) 12+m+n(n—1)(n—2) o-n+) T 1(1_1j+ n
n! n" 2! n
(l——}( ——)(——j<1+1+—+ +£<1+1+—+ + <1Myr—+...+
n! 2n+1
2n_1+...= Ll_s Limit mavjudligi quyidagi tengsizlikdan kelib
- 2
chigadi. o<t L __3_;puorinlins2.»

¥/n! noon £
i3]
10. x—0 da xsin\/;:xg +o(x2]

M2. Sonlar ketma-ketligi va uning limitiga doir mashglar
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1. a, b sonlardan gaysi biri {x,.} ketma-ketlikning hadlari bo’ladi:
1) a = 1215, b = 12555; x,, = 5-32"3
2)a=60b=11;x,=22,
3) a=248,b =2050;x, =2"—n

2. Quyidagi ketma-ketliklarning umumiy hadini toping.
1) {8; 14;20; 26; 32; ... }.
2) {-0,5;1,5; —4,5;13,5; —40,5; ...}
3){2;1;0; —1; =2; ...}
4) {7;9;13;21;37; ...}
5) {2;3;7;25;121; ...}

3.‘Quyidagi ketma-ketliklarning eng katta hadini toping.

42
1) xy = 31212—14n—17
n
2) xn =55
3)x, =2""—-3 x4
_n
4) Xn = 150+n

4. Quyidagi ketma-ketliklarning eng kichik hadini toping
1) x, = (3n—5)(3n — 11)
2) x,, = logz 2 —3logzn
3) x, =n?—9n—100

4) x, =n +%
5. Quyidagi ketma-ketliklarning ‘chegaranganligini ko’rsating.
3n2-1 1-n
1) {3+n2} 2) { n2+1}
n+(-1)" n?+4nt8
3){ 3n—-1 } 4){ (n+1)2 }
6. Quyidagi ketma-ketliklarning chegaranlanmaganligini
ko’rsating.
1) (1)) 2) {n — n)
3) {==} 4) {n + (-1)"n}

7. Quyidagi ketma-ketlikning qandaydir hadidan boshlab
monoton ekanligini korsating.

1) {22 2) (Va+2—Vn+1)

n+2
3) 3" -2} 4) {lg(n + 1) — Ign}
8. Umumiy hadlari berilgan quyidagi ketma-ketliklarning limitini
hisoblang.

_ (n+1)? _ (1+x)3+(1-x)3
1) In = o2 2) T (n+1)24(n—-1)2
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Nx,=vn+1—-+n 4) x,, = 2ot

n+2

5) X = (1+2+3+...41)  6)x, = —ror=tn 1
_ 1 2 n-—1 _ 12 22 (n_l)z
7)xn_§+ﬁ+----+7 8)xn_§+ﬁ+""+ e

1 1 1 1
n(n+1) 10) x, = s tas et (2n-1)(2n+1)

9. Koshi mezonidan foydalanib quyidagi ketma-ketliklarni
yaginlashuvchilikka tekshiring.

1 1
9) x, ==+t

sinl sin2 sinn
1) x, =—+ +....+
) X 2 22 2n
2) X __cos 1! cos 2! cosn!
n 1.2 23 Tnn+1)

3 xn =N D+ H 3
10. {x,} ketma-ketlik uchun inf{x,}, sup{x,}, lim{x,}, limx, larni
toping.

Dx,=1—= 2) x,, = CH7 2
n 2 n n 2
3)x, =14+ ——cos— 4) x, = (-1 22
n+_1 . 2 / o n+2 .
11. Quyidagi ketma-ketliklarni limitini toping
a) u, =nsin— b) u, = lgrf (n>1)

12. x, = Z—: ketma-ketlikning gaysi. nomeridan boshlab |x,_,| <
10~* tengsizlik o’rinli bo’ladi.
TESTLAR
13.1lim Yn +1 =7

Al B)2 (C)3 D)1,2 E) 1,3
14. lim == a va lim 22 = b bo’lsa to’g’ri munosabatlarni

. n—-oo n n—oo n
toping
Da<hb 2)a>b 3)a=b
A)l B) 2 C)3 D) 1,2 E) 1,3
15. Tog’ri tenglikni toping
1) im—=0 =0 2)lim=—=0 3) lim nsinn = 0

n—-oo n n—-oo n n—oo
Al B) 2 C)3 D)12 E)23

16. Tog’ri tenglikni toping

n+1 n®—

1) lim —=1 2)lim21=1 3) lim

n—oo n n—oo n“+1 n—oo 1+n
Al B) 2 C)3 D)12 E)1,3
17. Tog’ri tenglikni toping

1-n3

3

0
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DlimZ=0 (@R) 2)limZ=0 3)lim2"

n—oo n! n—oo n! n—oo n!

Al B2 €3 D12 E)13

=0

18. lim Jc + \/C + - ++/c tog’ri tenglikni toping

n—->0o

1IW2c 2)V2Z+c 3)XEE

2

Al B) 2 C)3 D)1,2 E)1,3

19. Tog’ri tenglikni toping

1
1111—r>rolo((1 + 1+—7’l)n: 8) =7

Al B).2 C)3 D)12 E)2,3
20. Quyidagi ketma-katliklarning gaysi biri umumiy hadi x, = (-1)®
bo’lgan ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi bo’la oladi.
1)-1,-1,-1,...-1,.. 2) 1,1,1,..1,... 3)-1,1,-1,1,...-1,1,...
Al B) 2 C)3 D)1,2 E)1,3

21. Umiy hadi-berilgan ketma -ketligidan gaysi hadi

fundamental?
1

1) x, = 2) X, = L4 o ——
2n-1 3 2n-1

Al B) 2 C)3 D) 1.2 E)2,3

22. Fundamental ketma-ketlik=bo’lmagan ketma-ketlikning
umumiy hadini toping.
1) x, = % 2) xn:nT_l 3) x,=sinn
A)l B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,3

23. Qaysi javobda to’g’ri teorema keltifilgan
1) {x,}, {y,}.{z,} ketma-ketliklar barchasi n = ny uchun {x,} < {y,} <
{z,,} tengsizlikni ganoatlantirib, lim,,_,.x, = lim,_, .z, = a bo’lsa, {y,},
ketma-ketlik ham yaqginlashuvchi ketma-ketlik va lim,,_, v, '= a bo’ladi.
2) {x,}, {vn} {z,} ketma-ketliklar barchasi n > n, uchun“{x,} < {y,} <
{z,,} tengsizlikni ganoatlantirib, lim,,_,..x, = lim,_,.z, = a bo’Isa, {y,},
ketma-ketlik ham yaginlashuvchi ketma-ketlik va lim,,_,..y,, = a bo’ladi.
3) {x.}, {yn},{z.} ketma-ketliklar barchasi n = n, uchun {x,} < {y,} <
{z,} tengsizlikni ganoatlantirib, lim,_.y, =a bo’lsa, lim,_ .,x, =
lim,,, 2z, = a bo’ladi.
Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,3

3)x,=2n—-1
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5§. FUNKSIYA VA UNING LIMITI

5.1. Funksiya tushunchasi

X va Y hagigiy sonlarning biror to‘plamlari bo‘lIsin.

Ta’rif. Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror qoida yoki
gonunga ko‘ra v to‘plamdan bitta y son mos go‘yilsa, x to‘plamda
funksiya berilgan (aniglangan) deyiladi va f:x—»y Yyoki y=1f(x)
ko‘rinishida belgilanadi.

Bunda Xx-— funksiyaning aniglanish to‘plami (sohasi), Y-
funksiyaning o‘zgarish to‘plami (sohasi) deyiladi. Bu yerda x erkli
o‘zgaruvchiv, (funksiya argumenti), y esa ekrsiz o‘zgaruvchi (x
o‘zgaruvchining funksiyasi) deyiladi.

Masalan: 1) f -shar bir hagigiy x songa uning butun gismi [x] ni
mos qo‘yuvchi <qoida bo‘lsin. Demak, f:x—[x] Yyoki y=][x]

funksiyaga ‘ega_bo‘lamiz. Bu funksiyaning aniglanish to‘plami
X =R, o‘zgarish to‘lami esa y=z bo‘ladi.

5.2. Funksiyaning berilish usullari

Funksiya ta’rifidagi har bir'x ga bitta y ni mos go‘yadigan goida
yoki gonun turli usullarda berilishi mumkin.

1. Ko‘pincha x va vy o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish
formulalar yordamida ifodalanadi. Bunda argument x ning har bir
giymatiga mos keladigan y funksiyaning giymatini x ustiga go‘shish,
ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish, darajaga ko‘tarish, ildiz chigarish,
logarifmlash va h.k. amallar bajarish natijasida topiladi. Odatda bunday
usul funksiyaning analitik usulda berilishi deyiladi.

Misol. x va y o‘zgaruvchilar ushbu y=+1+x*> formulayordamida
berilgan bo‘lsin. Bu funksiyaning aniglanish sohasi™ x = {x:xeR}
to‘plamdan iborat. Bunda har bir x ga mos keladigan y ning giymati
avvalo x ni kvadratga ko‘tarish, so‘ngra unga 1 qo‘shish va yig‘indidan
kvadrat ildiz chigarish kabi amallarni bajarish natijasida topiladi.

2. Ba’zi hollarda x(xex) va y(yeY) o‘zgaruvchilar orasidagi
bog‘lanish jadval orqali berilgan bo‘lishi mumkin. Masalan ish
davomida ishchining ishlab chigargan mahsulotini kuzatganimizda, t,
vaqtda 1, birlik mahsulot tayyorlagan, t, vaqtda 1, birlik mahsulot
tayyorlagan va hokazo bo‘lsin. Natijada quyidagi jadval hosil bo‘ladi:
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Vaqt, t tl t2 t3 e tk
MahS-UIOt Tl Tz T3 coe Tk
birligi, T

Bu jadvalda t vaqt bilan mahsulot ishlab chigarish migdori 1
orasidagi funksional bog‘lanishni ifodalaydi, bunda t-argument, T esa
funksiya bo‘ladi. Bog‘lanishning bunday berilishi funksiyaning jadval
usulda berilishi deyiladi.

3. xov tekisligida shunday L chiziq berilgan bo‘Isinki, ox o‘qgida
joylashgan nugtalardan shu o‘qga o‘tkazilgan perpendikulyar bu L
chizignitfaqgat bitta nugtada kesib o‘tsin.

ox o‘qida bunday nuqgtalardan iborat to‘plamni X orgali
belgilaylik. x to‘plamdan ixtiyoriy x ni olib, bu
nugtadan ox o‘giga perpendikulyar o‘tkazamiz. Bu
perpendikulyarning L <chizig bilan kesishgan
nuqgtasining ordinatasini y _bilan belgilaymiz va
olingan x ga bu y ni.mos qo‘yamiz (10-rasm). :
Natijada X to‘plamdan<olinganshar bir x ga 0 x
yugorida ko‘rsatilgan goidaga ko‘ra bitta y mos 10-rasm
go‘yilib, funksiya hosil bo‘ladi.'Bunda™xva y o‘zgaruvchilar orasidagi
bog‘lanish L chiziq yordamida berilgan bo‘ladi. Odatda f ning bunday
berilishi uning grafik usulda berilishi~deyiladi.

3. Funksiyalar so‘zlar orgali ham berilishi mumkin.

5.3. Funksiyaning xususiy qiymati
Biror x to‘plamda y= f(x) funksiya aniglangan bo‘lsin. x, e X ga
mos keluvchi y, migdor y=f(x) funksiyaning x=x, nugtadagi xususiy
giymati deyiladi va f(x,) =y, kabi belgilanadi.
5.4. Funksiyaning grafigi

Tekislikning (x, f(x)) nuqtalaridan iborat ushbu
X FO)) ={(x, fX):xe X, f(x)eY}
to‘plam y= f(x) funksiyaning grafigi deyiladi.
5.5. Juft va toq funksiya

Ta’rif. Agar ixtiyoriy xeX uchun f(x)=f(x) bo‘lsa, f(x)
funksiya juft funksiya, f(-x)=—f(x) bo‘lsa, f(x) funksiya toq funksiya
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deyiladi.

Misol. y=x*,y=|x, xeR funksiyalar uchun (-x)>=x*|-x=x
bo‘lgani sababli ular juft funksiyalardir. y=tgx, y=x°, xeR funksiyalar
uchun tg(-x) =—tgx, (-x)° =-x* bo‘lganligi sababli ular tog funksiyalardir.

Juft funksiya grafigi oy ga nisbatan toq funksiya esa koordinata
boshiga nisbatan simmetrik bo‘ladi.

5.6. Davriy funksiya va funksiyaning davri

Ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T (T=0) son mavjud bo‘lib,
vxe X uchun
XxX+TeX, x-TeX,
f(x+T)=f(x)
bo‘lsa, f(x) funksiya davriy funksiya deyiladi va bu shartlarni

ganoatlantiruvchi mushat T larning eng kichigi (agar u mavjud bo‘lsa)
funksiyaning davri deyiladi.

5.7. EngKichik musbat davr

Agar T =0 va ixtiyoriyxe X uchun f(x+T)= f(x) munosabat o‘rinli
bo‘lsa, bu munosabat ixtiyoriy «Ty(k=+1+2,...) uchun ham o‘rinli
bo‘ladi.

Demak, +T,+27,... lar ham..f(x) funksiyaning davrlari bo‘ladi.
f(x) funksiyaning musbat davrlar to‘plaminibM deb belgilaylik. Agar
T, =inf M _ham f(x) funksiyaning davribo‘lsa, ya’ni T,eM bo‘lsa, u eng
kichik musbat davr (asosiy davr) deyiladi. Eng-kichik musbat davr
mavjud bo‘lishi ham mumkin, mavjud bo‘Imasligi‘ham mumkin.

5.8. Davriy funksiyaning xossalari

1°. Agar X to‘plamda berilgan f(x) va g(x) funksiyalarning har
biri davriy funksiyalar bo‘lib, T=0 ularning davri bo‘lsa, u holda
f(X)

f(x)+g(x), f(x)-g(x) va 200 (9(x) =0) funksiyalar ham davriy funksiyalar

bo‘ladi va T ularning ham davri bo‘ladi.

2°. x to‘plamda berilgan f(x) funksiya davriy funksiya, T=0
uning davri bo‘lsin. g esa f(x) ning giymatlari to‘plami {f(x):xe x} da
berilgan ixtiyoriy funksiya bo‘lsin. U holda g(f(x)) murakkab funksiya
ham davriy funksiya bo‘ladi va uning davri T bo‘ladi.

Misol. f(x)=1log,cosx. Bu funksiya argumenti cosx funksiya eng
kichik musbat davri 2z bo‘lganidan f(x) funksiya eng kichik musbat
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davri ham 2z bo‘ladi.

3°. f(x) davriy funksiya, T=0 soni uning davri bo‘lsin. Agar
x, e X bo‘lsa, u holda barcha x,+kT Kko‘rinishidagi (k=0+1+2,..)
nuqgtalar ham shu sohaga tegishli bo‘ladi: x, +kTeX (k=0,+1+2,.).

Agar x, nugta f(x) funksiyaning berilish sohasiga tegishli
bo‘lmasa (xex ), u holda barcha x, +kT ko‘rinishidagi (k=0,+1+2,.)
nuqgtalar ham shu sohaga tegishli bo‘Imaydi (x, + kTex ).

4°. Agar f(x) davriy funksiya bo‘lsa, bu funksiya o‘zining har bir
giymatini x argumentning cheksiz ko‘p giymatlarida gabul gilinadi.

Natija. Agar f(x) davriy funksiya bo‘lsa, berilish sohasida
monotonfunksiya bo‘Imaydi.

Natija. Agar f(x) funksiya davriy funksiya bo‘lsa, u holda
Ixtiyoriy aeR uchuni(x)=a tenglama yechimga ega bo‘Imaydi yoki
cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi.

Misol. f(x)=x*<1" davriymas, chunki x*-1=0 (a=0) ikkita
yechimga ega.

5°. t(x) davriy funksiya bo‘lsin. Agarda

f(X+T)=f(x)
T ga nisbatan tenglama sifatida garalsa (x ni esa parametr deyilsa), u
holda f(x+T)=f(x) tenglama x parametrning barcha giymatlari uchun
umumiy bo‘lgan noldan fargli kamida bitta 7= 1, yechimga ega bo‘ladi.

Bu xossaga ko‘ra, f(x) funksiyanming davriymasligini ko‘rsatish
uchun x ning ikkita x=x,, x=x, qiymatlarida_T-ga nisbatan ushbu
f(x,+T)=1f(x,), f(x,+T)="f(x) tenglamalarningnoldan fargli umumiy
yechimga ega emasligini ko‘rsatish yetarli.

6°. f(x) davriy funksiya bo‘lib, T=0 uning davri ho‘lsin. Agar
uzunligi T gateng bo‘lgan biror [«,« +T] oraligda |f(x)|<M (xe[a, a+T)
bo‘lsa, argument x ning ixtiyoriy giymatida ham shu tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi.

5.9. To‘plamda o‘suvchi funksiya

f(x) funksiya X to‘plamda berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar x argumentning X to‘plamdan olingan ixtiyoriy x,
va x, giymatlari uchun x, <x, bo‘lishidan f(x)<f(x,) (f(x)<f(x,))
tengsizlik kelib chigsa, f(x) funksiya X to‘plamda o ‘suvchi (qat’iy
o ‘suvchi) deyiladi.
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Misol. f(x)=+/x* funksiya x={x:x>0} da qat’iy o‘suvchi.
Darhagiqgat, ixtiyoriy x e x, x,ex nugtalar olib, x, <x, bo‘lsin deb

garaylik. U holda
f(x,)— F(x)=xC =[x >0,
chunki katta sondan katta ildiz chigadi.
Demak, x,<x, tengsizlik bajarilganda f(x,)<f(x,) tengsizlik ham
bajariladi.

5.10. To‘plamda kamayuvchi funksiya

f (x).funksiya X to‘plamda berilgan bo‘lsin.

Ta’rifi, Agar x argumentning x to‘plamdan olingan ixtiyoriy x,
va x, giymatlari uchun x, <x, bo‘lishidan f(x)>f(x,) (f(x)> f(x,))
tengsizlik kelib chigsa, f(x) funksiya x to‘plamda kamayuvchi (qat’iy
kamayuvchi) deyiladi.

5.11. Monoton fuksiya

O‘suvchi va kamayuwvchi funksiyalar umumiy nom bilan monoton
funksiyalar deyiladi.

5.12. Teskari funksiya

y=f(x) funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘lib, Y esa funksiya
giymatlaridan iborat to‘plam bo‘lsin:.y = {f(x): xe x }. Shu bilan birga vy
to‘plamdan olingan har bir y ga x to‘plamdan fagat bitta x mos kelsin.
Bu holda v to‘plamdan olingan har bir y ga‘x~to’plamdan fagat bitta
x mos qo‘yilishini ifodalaydigan funksiyaga keladi. Bu funksiya
y = f(x) ga nisbatan teskari funksiya deyiladi va u x= f *(y) ko‘rinishida
belgilanadi.

5.13. Murakkab funksiya
y=f(x) funksiya x sohada aniglangan bo‘lib, v, ={f(x):xe X} esa
funksiya giymatlaridan iborat to‘plam bo‘lsin. So‘ngra v, to‘plamda

0°Z navbatida biror z=¢(y) funksiya berilgan bo‘lsin. Natijada X
to‘plamdan olingan har bir x ga v, to‘plamdan bitta y (f:x—y) sonva

Y, to‘plamdan olingan bunday y songa bitta z (¢:y—z) son mos

qo‘yiladi: x—f>y—(p>z. Demak, X to‘plamdan olingan har bir x ga bitta :
son mos qo‘yiladi.
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Odatda, bunday holda t va ¢ funksiyalarning murakkab
funksiyasi beriladi va u z=¢(f(x)) kabi belgilanadi.
Misol. z=Insinx funksiyani qaraylik. Bu funksiya z=iIny, y=sinx
funksiya yordamida hosil bo‘lgan funksiya. y=sinx funksiya
R = (-, +0) aniglangan bo‘lib, z=iny funksiya esa y>o0, ya’ni sinx>0
da mavjud. Demak, z=Insinx murakkab funksiya
X ={x:xe(2kz; (2k +1)7), k=0,+1+2,..} to‘plamda aniglangan.

5.14. Elementar funksiyalar

1. Butun ratsional funksiyalar
y=a, X" +ax"+..+a,,X+a,

ko‘rinishidagi funksiya (bunda neN va a,a,.. a,, a,-0°Zgarmas
sonlar) butun ratsional funksiya deyiladi. Butun ratsional funksiya
ko‘phad deb hamyuritiladi. Bu funksiya R = (-«,+x) da aniglangan.

Misol. y=ax+bs chizigh funksiya va y=ax’+bx+c Kkvadrat
uchhadlar butun ftatsionals, funsiyalardir. Ma’lumki, chiziqli
funksiyaning grafigi tekislikda to‘g‘ri chizigni, kvadrat uchhadning
grafigi esa parabolani ifodalaydi. Kvadrat uchhad grafigining holati a
koeffisient hamda diskriminant” b =b?-4ac ning ishoralariga bog‘liq
bo‘ladi.

1) a>0,D>0,%x <0,x, <0 2) a>0,D>0,x <0,%,>0
A iy AN
Grafigi L1111l choraklarda. Grafigi I1,11,111,1V
choraklarda.
3) a>0,D>0,x >0,%, >0 4) a<0,D>0,x <0,x,<0.
Fi F &
/; 7 /\x T
Grafigi 1,11,V choraklarda. Grafigi I, 111,1V

choraklarda.
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5) a<0,D>0,x<0,%,>0. 6) a<0,D>0,x >0,x, >0
yn Fik

\ A

Grafigi I,11,111,1V choraklarda. Grafigi |, 11,1V
choraklarda.

b 4ac —b?
7) a>0,D<0,x0:—£,yO: " >0. 8) a>0,D=0,y=0.
F ok F ok
L > 2] -
B x %, X
Grafigi 1,11 choraklarda. Grafigi I,11 choraklarda.
b 4ac - b?
9) a<0,D=0,y=0. 10) a<0,D<0, Xo == Yo = a <0

F ok

b
/f.\x ' Ya

Grafigi 11,1V choraklarda. Grafigi 11,1V choraklarda
2. Kasr ratsional funksiyalar "
Ikki butun ratsional funksiyaning nisbatidan \

F 4

tuzilgan \
y= X" +a X"t +...+a,,X+a,

X" +b X" 4. +b, X+a,
funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi. Kasr j
ratsional funksiya
x=R\{x:xeR, byx™ +bx™* +...+b, ,x+a, =0} to‘plamda, 11-rasm
ya’ni maxrajni nolga aylantiruvchi nuqtalardan farqli barcha haqiqiy
sonlardan iborat to‘plamda aniglangan.

Misol. y:1 va y::“b lar kasr ratsional funksiyalar bo‘ladi.
X X +

o1

=
g

X
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Ma’lumki, y=% funksiyaning grafigi teng yonli giperboloiddan iborat

(11-rasm).
3. Darajali funksiya
Ushbu y=x* ko‘rinishidagi funksiyaga darajali funksiya deyiladi.
Bunda x ixtiyoriy o‘zgarmas haqgigly musbat son. Darajali
funksiyaning aniglanish sohasi » ga bog‘lig. » butun son bo‘lganda
ratsional funksiyaga ega bo‘lamiz.
1

Agar  ratsional, masalan u==>0
m

F 3

bo‘lsa, . juft bo‘lganda x* =x= funksiyaning * E |
aniglanishysohasi x - [o+), toq bo‘lganda esa  [==7 473
funksiyaning aniglanish sohasi R=(-wo40) ;
oraligdan iborat bo‘ladi. , irratsional son . x
bo‘lganda x>0 deb olinadi. 12-rasm
Darajali funksiyaning grafigi, har doim tekislikning (0,00 hamda (12
nuqgtalaridan o‘tadi (12-rasm).

4. Ko‘rsatkichli funksiya

* ko‘rinishidagi funksiya ke ‘rsatkichli <a<1| L7
funk5|ya deyiladi, bunda “a>0{ »va a=1.
Ko‘rsatkichli funksiyaning aniqlanish sohasi R
to‘lamdan iborat bo‘lib, funksiya giymatlari esa
har doim musbat bo‘ladi. Bu 13-rasm
funksiyaning grafigi ox o‘gidan yuqoridas-joylashgan va doim
tekislikning (0,2) nugtasidan o‘tadi (13-rasm).

5. Logarifmik funksiya

e

y =log, x ko‘rinishidagi funksiyaga vy ael
logarifmik funksiya deyiladi, bunda a>0 va a=1. V
Logarifmik  funksiya  x =(0+«) intervalda
aniglangan. Bu funksiyaning grafigi oy o‘qgini N«:l '
o‘ng tomonida joylashgan va doim tekislikning (1,

0) nugtasidan o‘tadi (14-rasm). 14-rasm
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6. Trigonomertik funksiyalar

Markazi koordinatalar boshida bo‘lgan, radiusi
1 ga teng aylana berilgan bo‘lsin (trigonometrik
aylana). Koordinata boshi atrofida op, (jopj=1) =~ ~¥&>
vektorni soat strelkasi harakatiga teskari yo‘nalishda / S %
biror burchakka burish P, =M ©0) nugtani P, =M (x,;y,) K_/é _ M(x
nugtaga o‘tkazsin. Bu musbat yo<nalishli burilish 15-rasm
hisoblanadi. Soat strelkasi harakati bo‘ylab «
burchakka burish manfiy burchakka burish hisoblanadi. Bu holda «
o‘zgarishi.bilan P, nugtaning koordinatalari x, va y, lar ham turlicha
o‘zgaradi (15-rasm).

OP, =(10) vektorni « burchakka burish bilan hosil gilingan
OP, =(x,;y,) Vvektorning absissasi « burchakning kosinusi, ordinatasi

esa uning sinusi.deb aytiladi va mos ravishda x, =cosa, y, =sina deb

belgilanadi (tg = 2% etg = °%3%).
COSX sSin X

1. y=sinx funksiyaning aniglanish sohasi barcha hagigiy sonlar
to‘plamidan iborat: D(y)=R. Qiymatlar sohasi esa [-1,1] kesmadan
iborat: E(y)=[-11]. Ushbu funksiya [_%ﬂm;%ﬂm], (nez) oraligda

¥

o‘suvchi; [% N zﬂn;%ﬂ N Zm] , (nez) oraligda kamayuvchidir (16-rasm).

Fy=rsinx
l},.il.

16-rasm
2. y=cosx funksiyaning aniglanish sohasi barcha hagigiy sonlar
to‘plamidan iborat: D(y)=R. Qiymatlar sohasi esa [-1,1] kesmadan
iborat: E(y)=[-11]. Ushbu funksiya [27n,7+2n],(nez) oraligda
kamayuvchi, [z +2mn;2z +2an], (nez ) oraligda o‘suvchidir (17-rasm).

F =COSX »

1

:\ 1 I/\l 1 1 1 -
| —I\.i//. . : i | ]
— 25 = S = o ll S 2y X
4 2

17-rasm
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3. y=tgx funksiyaning aniqglanish sohasi D(x)= (—Emn—mnj (nez);

giymatlar sohasi esa E(y)=R. y=tgx funksiya har bir (—E+m;5+mj, (

nez) oraliqgda o‘suvchi (18-rasm).

UL
_i f;-f _Ef T
3 2 2

18-rasm
4. y=ctgx funksiyaning aniqlanish sohasi p(y)=(m;z+m), (nez);
giymatlar sohasi esa E(y)=R. y=ctgx funksiya har bir (mn;z +m), (nez)
oraligda kamayuvehi (19-rasm).

AERE

19-rasm
7. Giperbolik funksiyalar
Ushbu y=e* ko‘rsatkichli funksiya yordamida tuzilgan quyidagi

L J

e e +e” ’ thX:ex—e‘X cthx=ex+e_x

e’ +e ™’ e* —e™
funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik
kosinus, giperbolik tangens, giperbolik kotangens), tunksiyalar
deyiladi.

shx, chx, thx funksiyalar R da, cthx funksiya esa x =r\{o} to‘plamda

e
shx =

, Chx =

aniglangan. Quyidagilar o‘rinli thx=ShTX, ¥ b
chXx

chx 2 2 z
cthx =—, sh2x = 2shx - chx, ch“X—sh“x=1, 2

shx
sh®x +ch?x = ch2x. .

8. Teskari trigonometrik funksiyalar -1 0 1 X
y =arcsinx funksiya

1) oy =[-11]; -7
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2) E(y){—%;ﬂ;

3) arcsin(-x) = —arcsinx tenglik bajarilgani uchun bu funksiya toqdir;

4) (oa] oraligda musbat, [-10) oraliqgda manfiy giymatlidir;  20-rasm
5) [-11] kesmada o‘suvchi bo‘lib, bu oraligning chap oxirida o‘zining
eng kichik —% giymatiga, o‘ng oxiridaeng katta % giymatiga erishadi.

Bu funksiyaning grafigi y=sinx funksiyanig {_—2”%} oraligdagi
grafigini y=x to‘g‘ri chizig‘iga nisbatan simmetrik yasash bilan hosil
gilinadi (20-rasm).

y =arccosx funksiya
1) py)=[-11];
2) E(y)=[0;7];
3) Funksiya togdam, jufisham emas;
4) [-11] oraligda mushat qiymatlidir;
5) [-11] kesmada kamayuvchi bo‘lib, bu |
oraligning chap oxirida ozining eng katta » —3 5 T =
giymatiga, o‘ng oxirida eng kichik 0 giymatiga
erishadi. 21-rasm

Grafigi y=cosx funksiyanig [0;z] oraligdagi grafigini y=x to‘g‘ri

chizig‘iga nisbatan simmetrik yasash bilan‘hosil gilinadi (21-rasm).

y =arctgx funksiya

1) D(y)=R;
2) E(y)=(_”'”J;

22
3) arctg(—x) = —arctgx tenglik bajarilgani uchun bu funksiya tegdir;
4) r,oraligda musbat, r oraligda manfiy giymatlidir;

5) R hagigiy sonlar to‘plamida o‘suvchi.

Grafigi y=tgx funksiyanig (%%) oraligdagi grafigini y=x
to‘g‘ri chizig‘iga nisbatan simmetrik yasash bilan hosil gilinadi (22-
rasm).

y =arcctgx funksiya
1) D(x) =R;
2) E(y)=(0:7);
3) Funksiya toq ham, juft ham emas;
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4) R to‘plamning har bir nugtasida musbat giymatlidir;
5) R to‘plamda kamayuvchi.
Grafigi y=ctgx funksiyanig (o0;~) oraligdagi grafigini y=x to‘g‘ri
chizig‘iga nisbatan simmetrik yasash bilan hosil gilinadi (23-rasm).
y = arctgx y = arcctgx

22-rasm 23-rasm
5.15. Funksiyaning yuqoridan (quyidan) chegaralanganligi

y=f(x) funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘Isin.
Ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M (o‘zgarmas m) son topilsaki,
Ixtiyoriy xe x uchun
foo<M (f(x)=m)
bo‘lsa, f(x) funksiyas %, . te‘plamda yuqoridan (quyidan)
chegaralangan deyiladi. Agar<f(x) \funksiya ham yugoridan, ham
quyidan chegaralangan bo‘lsa, ya’ni shunday o‘zgarmas M va m sonlar

topilsaki, ixtiyoriy xe X uchun
m< f(x) &M

bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda chegaralangan deyiladi.
Ta’rif. Agar ixtiyoriy M (ixtiyoriy “m?) son olinganda ham,
shunday x, € X (x; € x) son topilsaki,
f(x,)>M  (f(x;)<m)
bo‘lsa, f(x) funksiya Xx to‘plamda yuqgoridan . (quyidan)
chegaralanmagan deyiladi.

5.16. To‘plamning limit nuqtasi

Ta’rif. Agar « nuqgtaning har bir atrofida x to‘plamning « dan
farqli kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, « nuqgta X te‘plamning limit nuqtasi
deyiladi.

Ta’rif. Agar « nuqgtaning har bir o‘ng (chap) atrofida x
to‘plamning « dan fargli kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, « nugta x ning
o‘ng (chap) limit nuqtasi deyiladi (« cheksiz ham bo‘lishi mumkin).
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5.17. To‘plam limit nuqtasining xossalari

1°. x to‘plamning limit nugtasi shu to‘plamga tegishli bo‘lishi
ham, tegishli bo‘Imasligi ham mumkin.

2°. Agar « nugta x to‘plamning limit nuqgtasi bo‘lsa, « nuqgtaning
har bir atrofida X to‘plamning cheksiz ko‘p nuqtalari bo‘ladi.

3°. Agar « nugta x to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, x to‘plam
nuqgtalaridan « ga intiluvchi {x.}, (x,eX,x, #a,n=123..) ketma-ketlik
tuzish mumekin.

5.18. Funksiyaning limiti
x = {x}"haqiqiy sonlar to‘plami berilgan bo‘lib, a nuqgta uning limit
nuqtasi bo®lsin. Bu to‘plamda aniglangan y = f(x) funksiyani garaymiz.
Ta’rif (Geyne ta’rifi). Agar X to‘plamning nuqgtalaridan tuzilgan
a ga intiluvchi har ganday {x,} (x, =0,n=12,..) ketma-ketlik olinganda
ham mos {f(x,)}wketma-ketlik hamma vaqt yagona b (chekli yoki
cheksiz) limitga intilsa, shub ga f(x) funksiyaning a nuqtadagi (yoki
x—a dagi) limiti deyiladi‘va U |imf(x)=b YOki x—a da f(x)—>b

ko‘rinishida belgilanadi.

Ta’rif (Koshi ta’rifi). Agar ixtiyeriy >0 son uchun shunday
5>0 son topilsaki, argument x ning . o<[x-d<s tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida,f (x)~ b < ¢ tengsizlik bajarilsa, b

son f(x) funksiyaning a nuqtadagi (x—a dagi) limiti deyiladi.
5.19. Funksiyaning o‘ng (chap)limiti

Ta’rif (Geyne ta’rifi). Agar X to‘plamning nuqtalaridan tuzilgan
va har bir hadi a dan katta (kichik) bo‘lib a ga intiluvchizhar ganday
{x,} ketma-ketlik olinganda ham mos {f(x,)} ketma-ketlikihamma vaqt
yagona b gaintilsa, shu b ni f(x) funksiyaning a nugtadagi o ‘ng (chap)
limiti deyiladi va lm f()=b Yyoki f@+0)=b (lm f(x)=b YokKi
f(a—0)=b) kabi belgilanadi.

Ta’rif (Koshi ta’rifi). Agar ixtiyorly >0 son uchun shunday
s=6() son topilsaki, argument x ning a<x<a+s (a-d<x<a)
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi barcha xex giymatlarida |f(x)-bj<e
tengsizlik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning a nuqtadagi o‘ng (chap)
limiti deyiladi.
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Chap va o‘ng limitlar bir tomonli limitlar deyiladi.

Funksiyaning o‘ng (chap) limitlari quyidagi ko‘rinishda
belgilanadi:

lim f(x)=b yoki f(a+0)=b,
(Xirglof(x):b yoki f(a—0)=b).
Misol. Ushbu
f(X)z{—2x+1, agar x<1
X+1, agar x>1
funksiyaning x=1 nugtadagi o‘ng va chap limitlarini toping.
Imf=limx+1) =2

x—1+0 x—1+0

limf ) =lim2x+1) =-1.

Teorema (limitga ega bo‘lish haqgida). f(x) funksiya a nuqtada
b limitga ega bo‘lishi uchun uning shu nugtadagi o‘ng va chap limitlari
mavjud bo‘lib,
f(@40)=f(a-0)=h
tenglik o‘rinli bo‘lishi zarurva yetarli.

5.20. Chekli limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossalari

X to‘plam berilgan bo‘lib; a nugta-uning limit nugtasi bo‘lsin va
shu to‘plamda aniglangan f(x) funksiyani qaraymiz.

1°. Agar ushbu lim £ (x) =b limit mavjud bo‘lib, b>p (b<q) bo‘lsa,
a nugtaning yetarli kichik atrofidan olingan x «(x=a) ning giymatlarida
fx)>p (f(x)<q) boladi.

2°. Agar ushbu lim f(x)=b limit mavjud bo‘lsa, a nuqtaning yetarli
kichik atrofidan olingan x (x=a) ning giymatlarida () funksiya
chegaralangan bo‘ladi.

3°. Agar x argumentning a nugtaning biror U,(a) atrofidan
olingan barcha giymatlarida f,(x)< f,(x) tengsizlik o‘rinli bo‘lib, lim £, (x)
, lim £, (x) limitlar mavjud bo‘lsa, u holda lim £, (x) <lim , (x) tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi.

4°. Agar x argumentning a nugtaning biror U.() atrofidan
olingan barcha giymatlarida f,(x)< f(x) < f,(x) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa va
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lim f.) , lim £,(x) limitlar mavjud bo‘lib, lim f,(x) =1im f,(x)=b bo‘lsa, u

X—a

holda lim £ (x) =b bo‘ladi.

5.21. CheKkli limitga ega bo‘lgan funksiyalar ustida arifmetik
amallar

X to‘plam berilgan bo‘lib, a nugta uning limit nugtasi bo‘Isin. Bu
to‘plamda f(x) va g(x) funksiyalar aniglangan.
1°. Agar x—a da f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo‘lsa,
f(x) = g(x) funksiya ham limitga ega va
lim[f ()£ 9()]=lim )= [ima()

tenglik o‘rinli.
2°. Agar x—a da f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo‘lsa,
f(x)-g(x) funksiyadiamlimitga ega va
liml£6) - 900]=1im f 0 lim 9

tenglik o‘rinli.
Natija. Agar x— a“da f (x) funksiya limitga ega bo‘lsa, unda
k- f(x) (k=const) funksiya ham limitga ega va
limke£C]=k:lim f ()

tenglik o‘rinli.
3°. Agar x—a da f(x) va gx) funksiyalar limitga ega bo‘lib,

X—a

lima(x) =0 bo‘lsa, % (g =0) funksiya hamdimitga ega va

X—a

M6 = Time®

tenglik o‘rinli.

Teorema. Agar 1) lime(x)=c bo‘lsa, a nugtaning shunday U, (a)
atrofi mavjud bo‘lib, barcha xeU,(a) lar uchun o(x) = ¢ bo‘lsa, 2) ¢ nuqta
T to‘plamning limit nuqtasi bo‘lib, iim f(t)=b bo‘lsa, u holda x—a da
murakkab funksiya y = f(o(x)) ham limitga ega va

lim f (p(x)) =b
bo‘ladi.
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Teorema. f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi bo‘lib, u
yugoridan chegaralangan bo‘lsa, funksiya « nugtada chekli limitga ega,
yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsa, uning limiti +« bo‘ladi.

Teorema. Agar f(x) funksiya x to‘plamda kamayuvchi bo‘lib, u
quyidan chegaralangan bo‘lsa, funksiya « nugtada chekli limitga ega,
quyidan chegaralanmagan bo‘lsa, uning limiti -« bo‘ladi.

Ta’rif (Koshi sharti (kriteriysi)). Agar ixtiyoriy >0 son uchun
shunday s>0 son topilsaki, x argumentning 0<[x'-a/ <5, 0<|x"-a|<&
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi x' va x” qiymatlarida

[F(x - f(X) <e
tengsizlik orinli bo‘lsa, f(x) funksiya uchun a nugtada Koshi sharti
bajarilgan deyiladi.

Teorema (Koshi teoremasi). f(x) funksiya « nuqtada chekli
limitga ega bo‘lishi uchun bu funksiya uchun « nuqtada Koshi sharti
bajarilishi zarur va,yetarli.

5.22. Murakkab funksiyaning limiti

Biror x to‘plamda aniglangan t=¢(x) funksiya va uning
giymatlaridan iborat T to‘plamda y=1t() funksiya aniglangan bo‘lib,
ular yordamida murakkab funksiya y& f(@(x)) hosil gilingan bo‘lsin. Bu
murakkab funksiya x to‘plamda aniglangana Shu bilan birga a son x
to‘plamning limit nugtasi bo“lsin.

Teorema. Agar 1) lime(x)=c bo‘lib, a nuqtaning shunday U, (a)
atrofi mavjud bo‘lsaki, barcha x<U,(a) lar uchun/p(x)=c bo‘lsa, 2) ¢
nugta T to‘plamning limit nugtasi bo‘lib, iim f t) =b bo‘lsa, u holda x—a

da murakkab funksiya y=f(e(x) ham limitga ega va lim £ (¢(x)) =b
bo‘ladi.
5.23. Cheksiz katta va kichik funksyalar

Biror x to‘plam berilgan bo‘lib, a uning limit nuqtasi bo‘Isin. Bu
to‘plamda «(x), p(x) funksiyalar aniglangan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar x—a da «(x) funksiyaning limiti nolga teng bo‘lsa,
a(x) funksiya x—a da cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Misol f(x)=x* funksiya x—0 da cheksiz kichik funksiya bo‘ladi,
chunki |jmx* =o0.

x—0
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Ta’rif. Agar x—a da p(x) funksiyaning limiti » bo‘lsa, (x)

funksiya x —a da cheksiz katta funksiya deyiladi.
1

Misol. f(x) = funksiya x—0 da cheksiz katta funksiya bo‘ladi.

Agar f(x) funksiya x—a da chekli b limitga ega bo‘lsa (
IxiLnaf(x)=b), u holda a(x)=f(x)-b funksiya x—a da cheksiz kichik

funksiya bo‘ladi.

5.24. Cheksiz katta (kichik) funksyalarning xossalari

1°. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalar yig‘indisi cheksiz
kichik funksiya bo‘ladi.

2°. Chegaralangan funksiyaning cheksiz kichik funksiya bilan
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

3°. Agar o) (a(x)=0) cheksiz kichik funksiya bo‘lsa, —

a(x)
cheksiz katta funksiya’bo‘ladi.
4°. Agar p(x) cheksiz'katta funksiya bo‘lsa, ﬁ cheksiz kichik

funksiya bo‘ladi.

5.25. Funksiyalarni.taqqoslash

X <R to‘plamda f(x) va g(x) funksiyalar aniglangan bo‘lsin. Biror
a nugtaning U, (U,(@cx) atrofida f(x) .va g(x) funksiyalar
quyidagicha taqgoslanadi.
Ta’rif (0-belgi). Agar f(x) va g(x) funksiyalar uchun shunday
5>0 va C>0 sonlar topilsaki, barcha xeU(a) lar uchun
| ()| <C|g(x)|
bo‘lsa, u holda x—a da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan
chegaralangan deyiladi va f(x)=0(g(x)) kabi belgilanadi.
Agar f(x)=0(g(x)) va g(x)=0(f(x)) bo‘lsa, f(x) funksiya g(x) funksiyalar
x—a da bir xil tartibli funksiyalar deyiladi.
Ta’rif (ekvivalentlik, ~). Agar
lim— =1
xsa (%)
bo‘lsa, x—»a da g(x) va f(x)lar ekvivalent funksiyalar deyiladi va
f(x) ~g(x) kabi belgilanadi.
Ta’rif (o-belgi). Agar g(x) va f(x) funksiyalar uchun
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f(x)=a(x)-9(x)
bo‘lib, bunda |ima()=]imex)=0 bo‘lsa, u holda x—a da f(x)

X—a X—a

funksiya g(x) ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya
deyiladi va f(x)=o(g(x)) kabi belgilanadi.
Misol. Ushbu |x’ = o(x*) munosabat x —0 da o‘rinli. |x’ =|x-x* tenglikdan
va |limlx =0 ekanligidan |x’ =o(x?) o‘rinli.

5.26. Limitlarni hisoblashda kerak bo‘ladigan ajoyib va muhim
limitlar
1. %m 0% _ (limi :1}.

x50, X x-0 Sjn X

2. Iim(1+£j —e (Iim(hgj =e“].
X—00 X X—>00! X

X
3. lim 1+ x)* =e.,

4, |in3)al 1 ha (@0 4o im & =Loq
X—> X

X x—0

5. fim &0 -1_,

x—0 X

5. Agar P(x) =ax+a,x* +...+a X", m-butun son, Iing—“lﬂa(x)_lz%_

X
6. lim "X 4 [Iimwzlog ej.

Xx—0 X x—0 X
lim x*Inx = lim x “Inx= lim x°¢* =0 (a>0).
7_ ¥ —+-+l N —4 X—

5.27. Funksiyaning uzluksizligi
X cR to‘plamda f(x) funksiya aniglangan bo‘lib, “x, (x,eX)
to‘plamning limit nuqtasi bo°‘lsin.
Ta’rif. Agar x —» a da f(x) funksiya limiti mavjud va lim £ (x) = f ()
bo‘lsa, f(x) funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

Ta’rif (Koshi ta’rifi). Ixtiyoriy >0 son uchun shunday & >0 son
topilsaki, funksiya argumenti xeX ning |[x-d<s tengsizlikni

ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida
[f() - f(a)<e

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.
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Ta’rif (Geyni ta’rifi). Agar X to‘plamning elementlaridan
tuzilgan va a ga intiluvchi har ganday {x,} ketma-ketlik olinganda ham
funksiya giymatlaridan tuzilgan mos {f(x,)} ketma-ketlik hamma vaqt

yagona f(a) ga intilsa, berilgan funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.
Agar

lim )= f(xo)

munosabat o‘rinli bo‘lsa, ushbu
lim[f (0 - f(x,)]=0

X—Xg—0

munosabat ham o‘rinli bo‘ladi. Odatda x-x, ayirma argument
orttirmasi, “ f(x)- f(x,) esa funksiyaning x, nuqgtadagi orttirmasi
deyiladi.

Ular mos ravishda ax va ay (Af(x,)) kabi belgilanadi:

AX=X—-X,, AY =Af (%)= F(X)— f(x,).

Demak, x=xguaX, Ay = f(x, + Ax) - f(x,).

Natijada lim  (x) =  (x,) munosabat
| i = im0 =0

ko‘rinishiga ega bo‘ladi.
5.28. Uzluksiz funksiyaning xossalari

Funksiyalar uzluksizligi nugtada va eraligda garaladi.

1°. Agar f(x) funksiya « nuqtada uzlukSiz bo‘lsa, u holda «
nuqgtaning yetarli kichik atrofida funksiya chegaralangan bo‘ladi.

2°. Agar f(x) funksiya « nugtada uzluksiz'va f@)=0 bo‘lsa, u
holda « ning yetarli kichik atrofidan olingan“barcha x nugtalarda
funksiya giymatlarining ishorasi f(a) ning ishorasi bilan bir xil bo‘ladi
(agar har xil ishora bo‘lsa f(a)=0 bo‘ladi).

3°. Agar f(x) funksiya « nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
¢>0 uchun a nugtaning shunday kichik atrofi topiladiki, bu atrofdan
olingan ixtiyoriy x’, x" nugtalar uchun

[f(x)-f(x) <e

o‘rinli bo‘ladi.

Teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). Agar f(x)
funksiya [a,b] segmentda aniglangan va uzluksiz bo‘lib, segmentning
chetki nuqgtalarida har xil ishorali giymatlarga ega bo‘lsa, u holda
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shunday ¢ (a<c<b) nuqta topiladiki, u nugtada funksiya nolga
aylanadi: f()=o0 .

Teorema (Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi). Agar f(x)
funksiya [a,b] segmentda aniglangan va uzluksiz bo‘lib, uning chetki
nuqgtalarida fa)=A, f(b)=B giymatlarga ega va A=B bo‘lsa, A va B
orasida har ganday ¢ son olinganda ham a bilan b orasida shunday c
nuqgta topiladiki,

f(c)=C
bo‘ladi.

Teorema (Veyrshtrassning birinchi teoremasi). Agar f(x)
funksiya, [ab] segmentda aniglangan va uzluksiz bo‘lsa, u shu
segmentda chegaralangan bo‘ladi.

Teorema (Veyrshtrassning ikkinchi teoremasi). Agar f(x)

funksiya [a,b] segmentda aniglangan va uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu

segmentda o‘zining_.@aniq yuqgori hamda anig quyi chegaralariga
erishadi.

5.29. Tekari funksiyaning mavjudligi

Agar f(x) funksiya x (oraligda aniglangan, uzluksiz va gat’iy
o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lsa;/bufunksiya giymatlaridan iborat
Y={f(x):xex} oraligda teskari f#(y) funksiya mavjud bo‘lib, u
uzluksiz va qat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuavchi) bo‘ladi.

5.30. Funksiyaning tekis uzluksizligi.. Kantor teoremasi

Biror y=f(x) funksiya x to‘plamda berilgan bo‘Isin.

Ta’rif. Agar ixtiyorty >0 son uchun ‘shunday &()>0 son
topilsaki, x to‘plamning [x-x"<s tengsizlikni ganoatlantiruvchi
Ixtiyoriy x’ va x” (x',x"e x ) nuqtalarida

[f(x") - f(x)<e
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.

Ta’rif. Shunday musbat ¢ soni mavjud bo‘lib, ixtiyoriy 5 >0 son

olinganda ham |x' -x"|<s tengsizlikni ganoatlantiruvchi x',x"e X

nuqtalar topilsaki

[F() - T (X)ze
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x to‘plamda tekis uzluksiz emas

deyiladi.
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Teorema (Kantor teoremasi). Agar f(x) funksiya [a,b] Segmentda
aniglangan va uzluksiz bo‘lsa, u shu segmentda tekis uzluksiz bo‘ladi.

5.31. Funksiyaning bir tomonli uzluksizligi

XcR da f(x) funksiya aniglangan bo‘lib, aex esa X
to‘plamning o°‘ng (chap) limit nugtasi bo‘lsin.

Ta’rif. Agar x»a+0 (x—>a-0) da f(x) funksiyaning o‘ng (chap)
limiti mavjud va lim f(x) = f(a) mqw_of(x)ﬂ(a)) bo‘lsa, f(x) a nuqgtada

o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.
Ta’xif. Agar f(x) funksiya a nugtada ham o‘ngdan ham chapdan
bir vagtda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu nugtada uzluksiz bo‘ladi.
Ta’rif. Agar f(x) funksiya X <R to‘plamning har bir nugtasida
uzluksiz bo‘lsa, funksiya x te ‘plamda uzluksiz deyiladi.

5.32. Funksiyaning uzilishi. Uzilish turlari. Funksiya sakrashi

f(x) funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘lib, acx nugta X
to ‘plamning limit nuqgtasishoe‘lsin.
Ta’rif. Agar x—a bo‘lganda, f(x) funksiyaning limiti mavjud,
chekli bo‘lib
lim f () =b = f@) YOKI"lm f (x) =»

(-0, +0) bo‘lsa yoki mavjud bo‘lmasa, unda f(x) funksiya x =a nuqtada
uzilishga ega deyiladi.
Uzilish turlari: I, Il tur va “Bartaraf qilinishi’ mumkin bo‘lgan”
uzilishlar .

1. I-tur uzilish: agar x - a da f(x) funksiyaning o‘ng (f(a+0)) va
chap (f(a-0)) limitlari mavjud va chekli bo‘lib,

f(a-0)= f(a+0)
bo‘lsa, f(x) funksiya x=a da I tur uzilishga ega deyiladi.
Sin X

Misol. f(x):W funksiya x=0 nuqgtada I tur uzilishga ega.

Hagigatdan,
F(0+0)= f(+0) = [im X = +1 va f(0-0) = f(-0) = Iim%}l

X—>+0 |X| x—>-0
f(+0) = f(-0).
2. Bartaraf gilish mumkin bo‘lgan uzilish: f(x) funksiyaning
o‘ng va chap limitlari mavjud va chekli bo‘lib,
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f(a-0)=f(a+0)= f(a)
munosabat o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya x=a nuqgtada bartaraf gilish
mumkin be‘lgan uzilishga ega deyiladi.

3. Il _tur uzilish: x—a da f() funksiyaning limiti mavjud
bo‘lmaydigan boshga hamma hollarda funksiya « nuqtada ikkinchi tur
uzilishga ega deyiladi. Agar chap yoki o‘ng tomonli limitlar +oo, —co
bo‘lgan hollar ham I turga Kiritiladi.

5.33. Monoton funksiyaning uzluksizligi va uzilishi

f(x) funksiya X oraliqda aniglangan bo‘lsin.
Teorema. Agar f(x) funksiya x oraligda monoton funksiya

bo‘lsa, u shu oraligning istalgan nugtasida yo uzluksiz bo‘ladi, yoki
fagat birinchi tur uzilishga ega bo‘ladi.

Teorema. Agar f(x) funksiya x oraligda monoton bo‘lib, uning
giymatlar to‘plami v, ={f(x): xe X} biror oraliqdan iborat bo‘lsa, u holda

bu funksiya x da uzluksiz be‘ladi.

5.34. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar

f(x) va g(x) funksiyalar /X .oraligda berilgan bo‘Isin.

Teorema. Agar f(x) va,g(x) [funksiyalar a nuqtada uzluksiz
bo‘lsa, ularning yig‘indisi ham a nugtada uzluksiz bo‘ladi.

Teorema. Agar f(x) va g(x) «funksiyalar a nuqtada uzluksiz

bo‘lsa, ularning ko‘paytmasi ham uzluksiz bo°‘ladi.
Teorema. Agar f(x) va g(x) funksiyalar a nuqtada uzluksiz

bo‘lsa, ularning % (g(x) =0) nisbati ham a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

5.35. Murakkab funksiyaning uzluksizligi

y=f(x) funksiya X to‘plamda, z=¢(y) esa Y  to‘plamda
aniglangan bo‘lib, z = ¢(f(x)) murakkab funksiya berilgan bo‘lsin.

Teorema. Agar y=f(x) funksiya ae X nuqgtada, z=¢(y) funksiya
esa a nugtadaga mos kelgan vy, = f(a) nugtada uzluksiz bo‘lsa, z = ¢(f(x))
murakkab funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

5.36. Limitlarni hisoblashda funksiyaning uzluksizligidan
foydalanish

z = o(f (x)) murakkab funksiya berilgan bo‘lIsin.

66



S.Hodjiyev, N.O.Jo rayeva, M.M.Hamdamov
Agar lim f(x) = f(a) =y, mavjud bo‘lib, z=¢(y) funksiya y, nugtada

uzluksiz bo‘lsa, u holda lim (£ (x)) mavjud va

lime(f (X)) = (ﬂ(lim f (X)j =o(y.)

o‘rinli,
Agar |imf=b (b>0),]img(x) =c o‘rinli bo‘lsa,

X—a X—a

- g(x) - g(x)In f(x) Iln;) g(x)ln["n; f(X)} cinb c
Iimf*™ =]ime =er © =e""" =pb",

X—a X—a

f(x)°® funksiya darajali-ke ‘rsatkichli funksiya deyiladi:
LhNmMEe =1 lime®) =« bo‘lsa, 1~ anigmaslik bo‘ladi.

X—a X—a

2. limf®=0, |imo(x =0 bo‘lsa, 0° anigmaslik bo‘ladi.

X—a X—a

3. limf ) =4, |imoe) =0 bo‘lsa, «° anigmaslik bo‘ladi.

1~ anigmaslik-guyidagicha ochiladi

( 1 (f(x)-D)g(x) lim (f (0-Dg(x)
limf9°” =I|m{[1+(f(><)—l)]f<x>1} = :

X—a X—a

Misol. [im@+x®)=™, f) =144 [imf ) =lim@+x*) =1, g(x)=ctg’x,

x—0 x—0 x—0

2
. . ) 2 2 Iim[—J
X) = limecto®x =0 ,. lim(L+x?)*O*= fim gt 0X = g7\ =g,
lima() =imetg - M1+ x7) lim

x—0 x—0

M3. Funksiya va uning limitiga doir mashqlar
1. Agar f(x)=x*-3x+1 bo’lsa, f(0), f()s f(=2), f(a+2), f(a>+2)
hisoblansin.

2. Agar o= 2X+3

X* +4

) 2 5 1 1
bO lsaa ¢)(_1)1 (0(2)1 @(a )1 @(;j’ go(mj’ @(X)+¢)(1)
hisoblansin.

e ha? f2)-f@) ((a+b) (a—bY)p; -
3. Agar f(x)=2x* bo’lsa, TTERTEE f[ . j f( 5 jhlsoblansm.

4. Agar f(x)=2x% o(x)=3x* bo’lsa, T0)= (@) hisoplansin.
p(b) —¢(a)
5. Agar f(x,y)=2x*-5xy+y? bo’lsa, f(52) va f(25) hisoblansin.
6. Quyidagi funksiyalarning qaysilari toq, qaysilari juft ekanligi
aniglansin:

1) £,00=1%; 2) =23,
3) f3(x):aix—ax; 4) ,(x) = xsin®x-5x%;
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5) f.(x)=x*—2x% 6) f.(x)=xcos’x+5;
7) f,(x)=sinx+x*-5; 8) f,(x)=|x—2+[x+2;
9) fg(x):lgi—z ; 10) (%) =3/(x+1)? +3/(x-1)?
7. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohalari topilsin:
1) y=Jx-4 2) y=J]x+1
3) v -2 4) v sin x
5) y=v-x-1 6) y=33+x-1
7) y=—J/sin2x 8) y:arcsinXT_1
) _ox-1 X 5
9) y=log, (x*-1) 10) SR R
11) y=log,(x+1)+3log . y(x+3) 12) y =297 4391
8. Quyidagi funksiyalarda y ni x orgali ifodalang.
1) y=2%, z=x*+1 2) y=u?+u, u=+z+1, z=2
3) y=+vz+2, z=1g°x 4) y=cosz, z=+u+1l, u=x?

9. Quyidagi funksiyalardan f(g(x)) va g(f(x)) murakkab
funksiyalarni tuzing va ularni/aniglanish sohasini toping.
1) f(9=x* g(x)=x 2) f(x)=2%, g(x)=log,
3) f(x)=x°, g(x)=x+5 4) T(x)=Inx*, g(x)=cosx
5) f(x)=¢e*, f(x)=Inx
10. Quyidagi munosabatlardan f(x) ni/toping.

1) f(x+2)=x>+3x+2 2) f(lJ:x+\/2+x2
X

3) f(ij=x2+1 4) f(x—_lj=x2,(x¢—1)
x+1 x+1

11. y=f(x) funksiyaga teskari funksiya x=¢(x) niwa aniglanish
sohasini toping.

1) y=5x+4, (—o<x<+x) 2) y=5x*, (—0<x<0)
3) y=vi_x?, (-1<x<0) 4) y-x*-1, (_w<x<_%j
5) y:SinX,(—%SXS%J 6) y=COSZX,[7z£XS3?ﬂ)
7) y=10"" 8) y=log, 10

3* 10 -107*
9) T 10) Y=loso+ !

12. Quyidagi limitlarni toping.
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im X—4
1) —>4\/_ 2
3) Iim 5x%? —x +1

H°<>15x +X+1

5) Ilm(—— 3 j
x-1{1-x 1-x?

7) lim Vo-x-1
xa53_\/ﬁ
9) im \/1+x -1
1) jim X8I M
VX+1
13) Ilm(\/x+ X + —«/_j
15)| sin12x
x=0 Sin 6X
17)| 5arcsin2x
x—0 X
19)| tgx —sin x
x—0 X

21) im cos(@+ x)—cos(@-—x)
x—0 X

33) IXiLr?J(cosx)E

6) lim (1+ mX) —(1+ nX)m (

= ,(mneN)

8) im \/1+x -1

x—0

an X
K —fardxa
12
) !(_rg m (
14) |im5i”ﬁx

x—0 5)(

a>0)

16) lim

x>0 §in mx ’

18)I 1—cos® x

x>0 XSin 2X
COSX — C0S3X
20) lim S25X = C05X

2

(n meN)

x—0 X

22). lim sin® a —sin® g

a—p aZ_ﬂZ

24) o sin x

X%ﬂﬂ' - X

26) Ilm( N 1jx+1
1

x—1

28) lim (X—_ljz

x>\ X +3

2

30) lim (L-+sin x)%

32) lim (1+ 2)

X—>00

13. Ushbu funksiyalarning aniglanish sohasining har bir nuqgtasida

uzliksizligini ko’rsating.
1) y=5x+1
3) y=x

2) y=x"+2
4) y=x°
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5) y=§ 6) y=cosx
7 y=2= 8) y=ei
X
X el
9) YZE 10) y=e
14. Funksiyalarning uzilish nugtalarini va uzilish turini aniglang.
1) y=—t 2) y=X
@+x) 1+x
x> -1 5
3) y:x2—3x+2 4 y= 2
1+ 3%
5) y-+ =2 6) y=e
4* +1
Testlar

15. y=+v4-x&_funksiyaning aniglanish sohasida nechta natural son
bor?

A)l B) 2 C)3 D)1,2 E)1, 2,3
16. Juft funksiyalarni aniglang:
1) y=xx 2) y=17" +17°" 3)y=(x-1D* - (x+1*
A)l B) 2 C)3 D)1, 2 E)1, 2,3
17. Toq funksiyani aniglang.
1) y=|x 2) y=13*+137 3= (x— 12— (x +1)*
A)l B) 2 C)3 D)1,2 E)d1, 2,3
18. im X =27 _,
x>3 X —90
A)l B) 2 C)3 D)1,2 E)1, 2,3
19. i x® +27 ,
T xo-3 X2 -9 '
A)l B) 2 C)3 D)1,2 E)1, 2,3

20. lim x2—2x+3_,)
T o3 x2 —5Xx+6

Al B) 2 C) 3 D) 1,2 E)1, 23
21. To’g’ri tenglikni aniglang.
1 1 L1
1) lim =0 2) lim == 3) lim * =
Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,2,3

22. To’g’ri tenglikni aniglang.
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1) lim log, x = +o0 2) lim log, x = +o0 3) lim log, x = oo
Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,2,3
23. Noto’g’ri tenglikni toping.
1) x*~x x>0 2) X*+1~x+1 x—>-1 3) x-1~(x-1)?% x—>1
Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,2,3
24. Noto’g’ri tenglikni toping
1) x* =o(x), x>0 2) X*+1=0(x+1), x> -1 3) x-1=o((x-1)?), x >1
Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)1, 2,3
25. Noto’g’r1 tenglikni toping.
1) x* =Q(x)ix — o 2) x*+1=0(x+1), x > ® 3) x-1=0((x-1)?), x >
Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,2,3
26. x=1 nuqgtada uzluksiz funksiyalarni aniglang.
1) f(x)=x*—2x+1 2) f(x)={x} 3) f(x):xxz ‘11
Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,2,3

27. x=1 nuqtada birinchi, tur uzilishga ega bo’lgan funksiyani
aniglang.

1) f(x)=x*—2x+1 2) f(x)= 3) f(x):"x2 _11
A) 1 B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,2 3

28. f(x)={x} funksiyaning [0;1] kesmadagi eng katta giymatini
ko’rsating.
A) 1 B) 2 C)3 D) 152 E).1, 2,3

29. f(x)=2cosx funksiyaning [-1, 1] kesmadagi eng katta qiymatini
ko’rsating.
A) 1 B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,2 3

30. Qaysi funksiyaga r da teskari funksiya mavjud.
1) y=x 2) y=x* 3) y=x°
A) 1 B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,2 3

31. To’g’ri tenglikni toping.
1) tim Sn2x _1 2) lim SN2X _ 3) lim——=2

x>0 X 2 x>0 X x=0 5Jn 2X

A) 1 B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,2 3

32. To’g’ri tenglikni toping.
1) arcsin(—0,5):%r 2) arccoseO,S):% 3) arccos(-0,5) :%
A) 1 B) 2 C) 3 D) 1,2 E)1,2 3
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33. To’g’ri tenglikni toping.

1) Ixinl(l—éjx = g? 2) |Xi_n)10(1—2X)i =g’ 3) XILrpw[l—gjx —e?
Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,2,3
34. To’g’ri tenglikni toping.
1) limN0=X) 2) im MA=X) 3) fim M0 _;
x—0 X x—>+0 X x——0 X
Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,2,3
35. To’g’ri tenglikni toping.
1) lim 3»\/:|.+X—1=3 2) lim 3»\/:L—X—1=3 3) im 3\/1—X—1=£
x—0 X x—0 X x—0 X 3
Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,2,3
36. Qaysi funksiyalar [-1,1] kesmada tekis uzluksiz bo’ladi.
1) y=x 2) yzi 3) y=sinx
Al B) 2 Q) 3 D) 1,2 E)1,2,3
37. Qaysi funksiyalar [-4 1] kesmada tekis uzluksiz bo’ladi.
1) y=sin% 2) y:cos% 3) y=cosx
Al B) 2 C)3 D)1,2 E)1,2,3
38. Qaysi funksiyalar [-1:1] kesmada tekis uzluksiz bo’ladi.
1) y=[x] 2) y="{x} 3) y= ||
Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)1, 23

5.37. Funksiya hosilasi va differensiali

y=f(x) funksiya x, nugtaning (x,eR) biror atrofida berilgan
bo‘lsin. Bu funksiyaning x, nugtadagi orttirmasi
Ay =Af (x,) = (X, +X)— f(X,)
ning argument orttirmasi Ax=x-x, ga nisbati

4y _ATK) (Ax#0)
AX AX

ni garaymiz.
Ta’rif. Agar Ax—0 da ﬂ nisbatning limiti
. (X + AX) = F(X,
lim- = jm e 20 T00)

a0 AX Ax—0 AX
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mavjud va chekli bo‘lsa, bu limit y=f(x) funksiyaning x, nuqtadagi

hosilasi deyiladi va f'(x) yoki vy,  yoki % ko‘rinishlarida

belgilanadi.
Misol. f(x)=sinx funksiyaning xeR nuqtadagi hosilasini ta’rifdan
foydalanib toping.

. X+ AX—X X+ AX + X
2sin -C0S

. Ay . sin(x+Ax)-sinx . 2 2 B
IA!Lrol AX IA!(L-E] AX IA!<[>r0] AX
. A A
25|nx-co{x+xj sing
Mmoo = limeog x5 lim -2 = cosx
AX—0 AX AX—0 2 AX—0 g

2
Demak, (sinx)’=cosx, +vx eR.

5.38. Bir tomonli hosilalar

Ta’rif. Agar Ax—+0 (Ax=—>-0) da % nisbatning limiti
Ay N (X + AX) = (X,
limay jme et 0= %)

ax—>+0 AX AxS30 AX
. A LT (X AX) — (X,

tim 5 i
mavjud va chekli bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o ‘ng
(chap) hosilasi deyiladi va uni f'%x.+0) / (f'(x,-0)) Kko‘rinishida
belgilanadi.

Funksiyaning o‘ng va chap hosilalarbir/ tomonli hosilalar

deyiladi.
Misol. f(x)=|x ni qaraylik. Ma’lumki, Ay =|x+Ax~-|x, x=0 da Ay=|ax . U

holda 1im &Y -1, 1im 2Y-_1. Demak, f(x=|x funKsiyaning x=o0

Ax—>+0 AX Ax—>-0 AX
nuqtadagi o‘ng hosilasi 1 ga, chap hosilasi -1 ga teng. Funksiya x=0
nugtada hosilaga ega emas.

5.39. Cheksiz hosilalar

y=1f(x) funksiya x, nugtaning (x,eR) biror atrofida berilgan
bo‘lib, u x, nuqtada uzluksiz bo‘Isin.

Ta’rif. Agar Ax—0 da % nisbatning limiti
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. Ay L (X +AX) - f(X,)

IA!II)]E_ IA!<[>T0.I AX
+o (Yoki —«) bo‘lsa, u ham f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi
bo‘lib, bunga cheksiz hosila deyiladi.

Demak,
. A . (X +AX) = f(X,
I y I (x x) — f(X,)

AX—0 AX Ax—0 AX

5.40. Funksiya hosilasining geometrik va mexanik ma’nosi

f(x) funksiya (a,b) oraligda aniglangan va uzluksiz bo‘lib,
X, €(a,b) nuqtada f'(x,) hosilaga ega bo‘lsin. U holda f(x) funksiya
grafigigas, M,(x, f(x,)) nugtada o‘tkazilgan urinma mavjud.
Funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi f'(x,) esa bu urinmaning burchak

koeffisientini ifodalaydi (bu hosilaning geometrik ma’nosi).
Urinmaning tenglamasi
y= f(xo)+ f'(XO)~(X—X0)

ko‘rinishida bo‘ladi.

Agar f'(x,)==0 bo‘lsa, “f (x) funksiya grafigiga (x,, f(x,)) nugtada
o‘tkazilgan urinma ox o‘giga/perpendikulyar bo‘ladi.

Moddiy nuqgtaning to‘g‘ri.chizigli.harakati s= f () funksiya bilan
ifodalangan bo‘lsin, bunda t-vaqt, s shu vaqt ichida o‘tilgan masofa

o‘l).

v )s= f(x) funksiyaning t, nuqtadagi/ hesilasi f'(t,) harakat
gilayotgan moddiy nugtaning t, vaqgtdagi oniy-tezligini bildiradi (bu
hosilaning fizik ma’nosi).

5.41. Teskari funksiyaning hosilasi

Agar y-=f(x) funksiya x, nugtada f'(x,)=0 hosilagaegabo‘lsa, bu
funksiyaga teskari x=f *(y) funksiya x, nuqtada hosilaga ega va

PR |
(f (y))y'“‘—f;(xo)
bo‘ladi.
Misol. Ushbu y=arccosx funksiyaning hosilasini toping.

Ravshanki, y=arccosx funksiya x=cosy funksiyaga (0<y<x)
teskari funksiyadir. Unda yuqoridagi qoidaga ko‘ra y’ = (arccos x)' =

(cosy)’
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bo‘ladi. Ma’lumki, (cosy)'=—siny. Demak,
! (—1< X <1).

1 1
siny  1—cos’y  J1-x*
5.42. Murakkab funksiyaning hosilasi

y’' = (arccosx)’ = —

u=f(x) funksiya (a,b) oraliqda, y=r(x) funksiyaesa (c,d) oraliqda

berilgan bo‘lib,
y=F(f(x)
murakkab funksiyani garaylik.

Agar u=f(x) funksiya xe(a,b) nugtada f'(x,) hosilaga ega bo‘lib,
y=F(u) «funksiya esa x, nugtaga mos u, (u,=f(x,) nuqtada F'(u,)
hosilaga ega bo‘lsa, u holda murakkab funksiya F(f(x)) ham x, nugtada
hosilaga ega va

[F(F 00Nt = Fl(uy) - /(%) [[F(f )] = F'(F(x)- £(%)- x')
bo“ladi.

Misol. Ushbu y =sin x>sfunksiyaning hosilasini toping.

Ko‘rinib  turibdiki,« bu ’‘murakkab funksiya bo‘lib, uni
y=F(u)=sinu,u= f(x)=x> deb garash ' mumkin. Yuqoridagi formulaga
Ko‘ra: y'=(sinx?)' = =(sinu)’_. - (x%)' = cosx*s2x = 2xcosx’.

5.43. Hosilani hisoblashning sodda qoidalari
f(x) va g(x) funksiyalar xe(a,b) nugtada f4x) va g'(x) hosilalarga

ega bo‘lsin. U holda f(x)+g(x), f(x)-9(x), % (g(x)=0) funksiyalar

ham hosilaga ega va
1) [f)£a()] = /() £g'(%);
2) [F)-9()] =F'(x)-g()+F(x)-9'(x), [(cf(x) =c- ']

3 f(x)}:f'<x>-g(x>—f(x)-g'(x) 0 (LJ:_Afxx)
) {g(m 0% () (90920) ) f2(x)

bo‘ladi.
5.44. Hosilalar jadvali
1. (x*) =pu-x**, (u>0).

1o (F700) = - £47()- £/(%)
2. (@) =a"-na,(a>0a=1) ((ex)'=ex).
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2. (@'®) =a'™ . £/(x)-Ina.

2" (') =e'™ . f/(x).
1

3. (log, x)'=—— (x>0,a>0,a=1).
xlna
, ,  f'(x)log, e
3'. (log, f(x)) R
3" nx'=1: 3" (nf) =&
X f(x)

. (sinx)"=cosx.

", (sin(f (X)) =cosf(x)- f'(x).
.o(CcosXx)' =—sin x.

", (Gos(f (X)) = —sin f(x)- f'(X)

. (tgx)' = 12 ,X¢£+k7r;k:O,J_r1,J_r2,....
COS” X 2

£(X)

cos* f(x)

@)} o W» 01 D

" (tg(F )=

1. (ctgx)' =— Xzkrk=0pt1 +2,....

')

sin’ f(x)

sin? x’

7. (ctg(f () =~

8. (arcsinx)’' = ! , —l<x<d,

V1-x2

" (arcsin(f () = ——) 1 <A
1—f2(x

o0

:

9. (arccosx)' =-— , —l<x<1.

>
N

1—
9" (arccos (1) = ——— ) 1< f(x)<1.

1- f2(x)

10. (arctgx)’:1 !
+

X2

10", (arctg(f (X))’ = F(X) .

1+ £2(x)
11. (ar(:ctgx)’:—l !

X2

1

1 — = . f
1+ f2(x)

[—

", (arcctg(f (X)) =—

12. (shx)'=chx.
12°. (sh(f(x))" =chf(x)- f'(X)
13. (chx)’ =shx.

"(x).
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137, (ch(f (x)))’ = shf (x)- f'(x).

14. (thx)' = Ch12X :

147, (th(f (%))’ = chfz’??x) .

15. (cthx) =- shlzx

157, cth(f(x)) =— shf;]E)?x) .

X#=0.

5.45. Ayrim funksiyalarning hosilalari
(Q/x_m)’:(xr:j :%xr:l, [(i/;)l :(x3j :%x3 _ 1 J

. (F"(f(x)))' = nF" 2 (F))F'(f () /() .

: (sin ®(cos 3x)) = —58in* (cos 3x)»cos(cos3x) - sin 3x - 3.

2

3

4, (u(x)"™) =u(x)"™® [v’(x) Inu(x) + V() u’(x)} .
u(x)

5

6

=

(X)) =x"(Inx+1).

- f(x) r (%) =L
W) =5 s (00 =B (& Mj.

5.46. Parametrga bog‘liq funksiyaning hosilasi
Agar funksiya quyidagi parametrko‘rinishida berilgan bo‘lsa,

x=e(t) } a<t<p
y =w(x)
va o@t) va w(t) lar yetarli tartibda hosilaga ega, quyidagi o‘rinli:
dy _w'®_ ¥
dx @'(t) x
{v) 4]
d2y _ ¢! _ ¢/ _ l//”(p’—(ﬂ”l//’
dx*  dx p'dt (')

5.47. Funksiyaning differensiali

y=f(x) funksiya x, nuqtaning (x, R) biror atrofida berilgan
bo‘lsin. Bu funksiyaning x, nugtadagi orttirmasi
Ay = Af (x,) = (X, + AX) — T(X,)
ni garaylik. Ravshanki, bu orttirma ax ga bog‘ligdir.
Ta’rif. Agar y=f(x) funksiyaning x, nugtadagi orttirmasi ay ni
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Ay = Af (X,) = A- AX + a(AX)
(bunda A-o‘zgarmas, «=a(Ax) bo‘lib, Ax—0 da a(ax) »0) ko‘rinish
da ifodalash mumkin bo‘lsa, funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi
deyiladi.
Ay = Af (x,) = A- Ax+ a(Ax) munosabatni quyidagicha
Ay = Af (X,) = A- AX+ 6(AX)
ko‘rinishida yozish mumekin.

Ta’rif. f(x) funksiya orttirmasi Ay ning ax ga nisbati chizigli
bosh qgismi A-ax=f'(x) (xe(a,b)) berilgan f(x) funksiyaning x
nugtadagi.differensiali deyiladi va dy yoki df (x) kabi belgilanadi

dy =df (x) = f'(X)Ax.
Agar f(x)=x bo‘lsa, dy=df(x) ==dx = ax. Demak,
dy = f'(x)dx.

5.48. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi
f(x) funksiyaning x< nuqtadagi grafigiga (x f(x)) nugtada
o‘tkazilgan urinma orttirmasini (dy) ifodalaydi.
5.49. Funksiyaning differensiallanuvchi bo‘lish sharti

Teorema. f(x) funksiya xy.nugtada-differensiallanuvchi bo‘lishi
uchun uning shu nuqtada chekli f/(x) hosilaga ega bo‘lishi zarur va
yetarli.

5.50. Elementar funksiyalarning differensiali jadvali

1. d(x*) = wx*dx (x> 0).
2. d@)=a"-Ina-dx (a>0a=1).
3. d(Iogax)zllogae-dx (x>0,a>0,a#=1); d(Inx):%.
X X
4, d(sinx) =cosx-dx.
5. d(cosx) =—sin x-dx.
6. d(tgx) =———dx (x¢z+kﬁ;k20;il,i2,...).
cos? X 2
7. d(ctgx) ————dx (x=kz k=0;£1£2,.).
sin? x
. 1
8. d(arcsinx) = dx (-l<x<1).
V1-x?
9. d(arccosx) = - 1 x (-l<x<1).
1-x°
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dx.

10. d(arctgx) = T

11. d(arcctgx) = —1+1

X2

dx.
12. d(shx) = chx-dx.
13. d(chx) = shx-dx.

14. d(thx) = Ch12X dx .

15. d(cthx) = - Shlzx dx (x#0).

5.51. Differensiallashning sodda qoidalari
FO var g(x) funksiyalar (a,b) da aniglangan bo‘lib, xe(ab) da

df (x), dg(x) mavjud bo‘lsin. U holda f(x)+g(x), f(x)-g(x) va % (
g(x)=0) ham differensiallanuvchi bo‘ladi va ular uchun quyidagi
formula o‘rinli:
d(f(x) % g(x))= df (¥) +dg(x) 4d(f (x)- g(x)) = g(x)df (x) + f (x)dg(x),
f(x) g (x)df (x) 2.f (x)dg(x)
d = 0).
9() 97 () (90020)
Murakkab funksiyaning.differensiali u=f(x) funksiya (a,b)
intervalda, y=F(u) esa (c,d) intervaldaaniglangan bo‘lib, bu funksiyalar

yordamida

y = F(f (x)) =®(x)

murakkab funksiya tuzilgan bo‘lsin.

Murakkab funksiyaning differensiali

dd(x) = d(F(f(x)))= (F(f(x)))'dx = F'(u) f'(x)dx = F'(u)du.

Misol. Ushbu y=sin(x* +cosx) funksiyani differensialini toping.

Yechish.
dy = (sin((x* + cos x))'dx = cos(x® + cos X) - (x> + cos x)'dx =
= (2x —sin x) - cos(x* + cos X)dx .

5.52. Funksiya differensiali va taqribiy hisoblash formulalari

Funksiya differensiali taqribiy hisoblash formulalarini topish
imkonini beradi.

f(x) funksiya (ab) intervalda aniglangan bo‘lib, wvx,e(a,b)
nuqgtada chekli f'(x,)=0hosilaga ega bo‘lsin va f(x,) qulay
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hisoblanadigan bo‘lsa, bu nugta atrofida funksiya qiymatini
quyidagicha tagribiy hisoblash mumkin:

f(x)= f(x,)+ fF'(X)X.
Bu formuladan quyidagilarga ega bo‘lamiz (x =0 nuqta atrofida):

L+ x)“ =1+ ux, \/1+le+%x, e* =1+ X, In(l+x)~x, sinx=Xx, tgx= X.

6§. YUQORI TARTIBLI HOSILA VA
DIFFERENSIALLAR

6.1. Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari
y = f(x) funksiya x, nugtaning biror atrofida berilgan bo‘lib, shu
atrofida f'(x,) hosilaga ega bo‘lsin. Agar f'(x,) hamx, nugtada hosilaga
ega bo‘lsa, uni f(x)sfunksiyaning x, nuqtadagi ikkinchi tartibli hosilasi
deyiladi va

. . d2y
y, Yoki'£"(x,) yoki e
ko‘rinishida yoziladi. Demak,
" "N " ’ ’ dzy d dyj
= y f —= f _ y _ - —
AR ORI

f(x) funksiyaning uchinchi, to‘rtinchiva h.k. tartibdagi hosilalari
xuddi shunga o‘xshash ta’riflanadi.

Umuman, agar y=f(x) funksiyaning (n-y-tartibli ~*(x) hosilasi
x, nuqtaning biror atrofida mavjud bo‘lib, “f"*(x) funksiya x, nuqtada
hosilaga ega bo‘lsa, uni y=f(x) funksiyaning x, nuqtadagi n-tartibli
hosilasi deyiladi va

y®, yoki £ (x,) yoki &
0 dx" -
ko‘rinishlardan biri orgali yoziladi.
Shunday qilib,
) () ' dﬂY_i d(nfl)y
-t (325
bo‘ladi.
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6.2. Funksiyaning yuqori tartibli differensiali
y=f(x) funksiya x, nuqtaning biror atrofida berilgan bo‘lib, shu
atrofda ikki marta differensiallanuvchi bo‘lsin.  f(x) funksiya
differensiali dy=df(x) ning differensiali berilgan funksiyaning ikkinchi
tartibli differensiali deyiladi va
d?y yoki d?f(x)
ko‘rinishida yoziladi. Demak, d*y=d(dy) yoki d*f(x)=d(df (x)). Yugorida
keltirilgan funksiyalarning ikkinchi tartibli differensiali quyidagicha
izohlanadi;
a) dysfagat x ning funksiyasi deb faraz gilinadi, ya’ni f'(x)dx ning
differensiali hisoblanganda dx o‘zgarmas ko‘paytuvchi deb garaladi.
b) f'(x) ning differensiali hisoblanganda x ning orttirmasi Ax=dx
ni birinchi tartibli_differensiali dy= f'(x)dx ni hisoblangandagi dx ning
giymatiga teng deb garaladi.
f(x) ning uchinchi, to‘rtinchi va h.k. tartibdagi differensiallari
xuddi shunga o‘xshash, ta’riflanadi.
Umuman, f(x) funksiyaning n-tartibli differensiali d"f(x) ni
d"f(x) =d(da?f () = f @ (x)dx"

deb ta’riflanadi.

6.3. Funksiyaning hosilasi bilan uning differensiali orasidagi
bog‘lanish

Funksiyaning hosilasi bilan uning differensiali-orasida
d"y=y™dx" yoki d"f(x)= £ (x)dx"
bog‘lanish mavjud.

6.4. Yugqori tartibli differensiallar uchun sodda qoidalax va asosiy
formulalar
f(x) va g(x) funksiyalarx, nuqtaning biror atrofida aniglangan
bo‘lib, ular shu atrofda ™ (x) va g™ (x) hosilalarga ega bo‘lsin. U holda
1. d"(c-f(x))=c-d"f(x), c=const,
2. d"(f(x)£g(x)=d"f(x)+d"g(x),
3. d"(f(x)-g(x)=d"f(x)- g(x) +Cpd"" f (x)-dg(x) +
+C2d"?f(x)-d*g(X) +...+ CIHdf (x)-d"g(x) + f(x)-d"g(x).
(Leybnis formulasi) bo‘ladi.
1. y=a* bo‘lsa, d"y=a*In" adx".
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2. y=e* bo‘lsa, d"y=e*dx".
3. y=sinx bo‘lsa, d“y=sin(x+n-%)dx".

4. y=cosx bo‘lsa, d"y:co{x+n-%de”.

D" (n=1!
5. y=nx bo‘lsa, d"y:Lfnl)'dx“.
X

(-D"n!

n+1
X

6. y:§ bo‘lsa, d"y = dx".

7. y=x" bo‘lsa, d"y=m(m-1)..(m-n+1)x""dx".
8. y:(l'l' X)a b0‘|Sa, dny:a(a_l)._.(a_n_i_l)(l_i_X)a—ndxn .

6.5. Differensial hisobning asosiy teoremalari

1°. Ferma teoremasi. y=f(x) funksiya biror x oraligda
aniglangan va busoraligning ichki ¢ nugtasida o‘zining eng katta (eng
kichik) giymatiga,erishsin. Agar shu nuqgtada funksiya chekli f'(c)
hosilaga ega bo‘lsa, utholda

f'(c)=0

bo‘ladi.

2°. Roll teoremasi. y=f(x) funksiya [a,b] segmentda aniglangan
va uzluksiz bo‘lsin. Agar shu funkSiya (,b) intervalda chekli f'(x)
hosilaga ega bo‘lib, f(a)= f(b) bo‘lsa, u holda'shunday ¢ (a<c<b) nuqta
topiladiki,

f'(c)=0

bo‘ladi.

3°. Lagranj teoremasi. y=f(x) funksiya [a,b] Segmentda
aniglangan va uzluksiz bo‘Isin. Agar bu funksiya (a,b) intervalda chekli
f'(x) hosilaga ega bo‘lib, f(a)=f(b) bo‘lsa, u holda shunday e (a<c<b)
nuqta topiladiki, bu nugtada

(@)= O=18 (1) f(a) = )0 -2)

bo‘ladi.
4°. Koshi teoremasi. f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] segmentda
aniglangan va uzluksiz bo‘lsin. Agar shu funksiyalar (a,b) intervalda
chekli f/(xyva g'(x) hosilalarga ega bo‘lib, wxe(ab) uchun g'(x)=0
bo‘lsa, u holda shunday ¢ (a<c<b) nuqta topiladiki,
f(b)—f(@) _ f'(c)
gb)-g(a) g
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bo‘ladi.
6.6. Teylor formulasi
y=f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo‘lib, x,<e(ab)
nugtada f'(x), f"(x).., f"(x) hosilalarga ega bo‘lsin. Uni shu nuqta

atrofida quyidagi formula bilan ifodalash mumkin:
f(x,) f"(%o) f‘”)(xo)
I 21

(x=%)"+R, (0. (1)

Bu Teylor formulasidir. R,(x) ga Teylor formulasmlng goldig hadi
deyiladi. U quyidagi ko‘rinishlarga ega:

f(x)=f(x,)+ (X=X,)+ (x-— x) + ot

1) Rn(x)zf(n::(c)(x—xo)””(l—é?)”, (c=x,+0(x-%,), 0<@<1) (Koshi
ko ‘rinishi),
2)R()—In+1(1§)l( —X%)"% (c=x, +0(x-x,), 0<0<1) (Lagranj ke ‘rinishi),

3) R, (x)=6((x—x,)"W(Peano ko ‘rinishi)

6.7. Bir o‘zgaruvehilifunksiya uchun Makloren formulasi

Agar (1) formulada x, =0 deb olsak;wnda ushbu

f(x)= f(0)+ f]EO) X + f"Z('o) X% o+ (n)( ) X" +0(x") = Zn: (kli( ) x* +o(x")
formula hosil bo‘ladi. Bu Makloren formulasi deyiladi.

Ushbu f(x)=e*, f(x)=sinx, f(x)=cosx, f(x)=1+x)", f(X)=I{l+X)
funksiyalar uchun Makloren formulasi quyidagicha.bo‘ladi:

X2 3 Xn
1. e =1+ x+—+"+. -+ o(x")
21 3 n!

3 5 2n-1
2. sin x:x—%jL%+....+(—1)”1

+0(x*"),

(2n-1)!
3. cosx=1—X_2+X_4_“_+(_1)n 2
21 4 (2n)!
mx2+... m(m—1)...n - n+1)X"+o(x)
2 "

2 3 n

5. I+ X) =X -+ X ()" o(x™)
2 3 n

2n+l)

+0(x

4, 1+x)" =1+mx+
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7§. DIFFERENSIAL HISOBNING BA’ZI TATBIQLARI

7.1. Funksiyaning o‘suvchiligi va kamayuvchiligi

Funksiya hosilasi yordamida uning o‘suvchiligini hamda
kamayuvchiligini aniglash mumkin,

Teorema. f(x) funksiya (a,b) intervalda chekli '(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Bu funksiya shu intervalda o‘suvchi bo‘lishi uchun ixtiyoriy
x e (a,b) uchun

f'(x)=0
bo‘lishi zarur va yetarli.

Teorema. f(x) funksiya (a,b) intervalda chekli f'(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Funksiya shu intervalda kamayuvchi bo‘lishi uchun ixtiyoriy
x e (a,b) uchun

f'(x)<0
bo‘lishi zarur va yetarli.
Misol. Ushbu
y=x'
funksiyaning o‘sish va kamayish<ehalari topilsin.
Hosilani topamiz: y'=4x*; x>0/bo‘lganda y'>0 bo‘ladi - funksiya
o‘sadi; x<0 bo‘lganda y’' <0 bo‘ladi ~funksiya kamayadi.

7.2. Funksiyaning o‘zgarmas giymatni saqlashi

f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo‘lIsin.

Teorema (Ferma teoremasi). f(x) funksiya (a,b) intervalda
chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. Bu funkSiya (a b) intervalda
o‘zgarmas bo‘lishi uchun shu intervalda

f'(x) =0
bo‘lishi zarur va yetarli.

1-natija. Agar f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) intervalda chekli
f'(x) va g'(x) hosilalarga ega bo‘lib, shu intervalda

f'(x) =g'(x)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x) bilan g(x) funksiyalar (a,b)
intervalda bir-biridan o‘zgarmas songa farqg giladi:
f(x)=g(x)+C, C=const.

Eslatma. f(x) funksiya (a,b) intervalda chekli f'(x) hosilaga ega

bo‘lib, bu funksiyaning (a,b) da gat’iy o‘suvchi (gat’iy kamayuvchi)
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bo‘lishidan, f'(x) ning ixtiyoriy xe(a, b) da musbat (manfiy) bo‘lishi har
doim kelib chigavermaydi.

Masalan, f(x)=x* funksiyani garaylik. Bu funksiyaning R da
qat’iy o‘suvchi. Bu funksiya f'(x) =3x* bo‘lib, x=0 nuqtada f'©0)=o0.

7.3. Funksiyaning ekstremum qiymatlari

f(x) funksiya (a b) intervalda aniglangan bo‘lib, x, <(a b)
bo‘lsin.

Ta’rif. Agar x, <(a b) nugtaning shunday atrofi u,(x,) mavjud
bo‘lsaki, wxeU,(x,) uchun

FOO<flx)  (f(x=f(x))

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x, nugtada maksimumga
(minumumga) erishadideyiladi. f(x,) giymat f(x) funksiyaning uU,(x,)
dagi maksimumiy(minimumi) deyiladi.

2- ta’rif . Agar x, e(a,_b). nugtaning shunday atrofi u,(x,) < (a, b)
bo‘lsaki, ixtiyoriy xeUge)uchun f(x)< f(x) (f(x)> f(x,)) tengsizlik

o‘rinli bo‘lsa, u holda x, nuqtada f¢) funksiya gqat’iy maksimumga
(qat’ily minumumga) erishadi deyiladi,.f(x,) giymat f(x) funksiyaning
U,s(x,) dagi gat’iy maksimumi (minimumi) deyiladi.

Funksiyaning U,(x,) dagi maksimum<{minimum) giymatlari

f (%) = ng%{f 00f Q)= Xerlpgi(r;o){f (0}

kabi belgilanadi. Bunda max (min) lotincha“maximum (minimum)
so‘zidan olingan bo‘lib, eng katta (eng kichik) degan ma’noni
anglatadi.
Funksiyaing maksimumi va minimumi umumiy nom bilan uning
ekstremumi deb ataladi.

Eslatma. Yuqoridagi ta’riflarda f(x) funksiyaning x,  (a,b) dagi
giymati uning shu nuqta f(x,) atrofidan olingan nugtalardagi qiymatlari
bilangina taggoslandi. Shuning uchun funksiyaning ekstremumi lokal
ekstremum deb yuritiladi.

Eslatma. f(x) funksiya (a,b) intervalda bir nechta maksimum va
minumumlarga ega bo‘lishi mumekin.

Funksiya hosilalari yordamida uning ekstremumlari hamda
funksiyaga ekstremum giymat beradigan nuqtalar topiladi.
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7.4. Ekstremumning zaruriy sharti
f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo‘lib, x, e (a,b) nuqtada
maksimum (minimum) ga erishsin. x, nuqtaning shunday U,(x,) c (a,b)

atrofi topiladiki, ixtiyoriy xeU,(x,)da f(x,)> f(x) (f(x,) < f(x)) tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi.

Funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi hagida, umuman aytganda,
quyidagi uch hol bo‘lishi mumkin:

1) f'(x,) mavjud va chekli,

2) f'(x,). mavjud va cheksiz.

3) Hosila'mavjud emas.

Birinchi*holda Ferma teoremasiga ko‘ra f'(x,) =0 bo‘ladi (7.2 bandga

garang).

f(x) funksiya uchun biror x*e (a,b) nugtada chekli hosila mavjud
va f'(x*)=0 bo‘lishidan uning x* nugtada ekstremumga ega bo‘lishi har
doim kelib chigavermaydi. Masalan, f(x)=x* funksiya uchun f'(x) = 3x’
va x=0 nugtada f'(x,) =0"bo‘lsa ham u x=o0 nuqtada ekstremumga ega
emas (bu funksiya qat’iy o‘suvchi'ekanligi bizga ma’lum).

Demak, Ferma teoremasi funksiya ekstremumga erishishining
zaruriy shartini ifodalaydi.

Ikkinchi  holning esa bo‘lishi /mumkin emas. Agarda
f'(x,) =+o (o) bo‘lsa, f(x) funksiya x; nugtaning atrofida o‘suvchi
(kamayuvchi) bo‘ladi. Haqiqatan hosila ta’rifidan s>0 topiladiki,

0<x-%<d& bo‘lgan x lar uchun W%, ya'ni  f(x)> f(x)
tengsizlik kelib chigadi. Xuddi shuningdek, -5 <x-x, <0 %o‘lgan x lar
uchun f(x) < f(x,) tengsizlik kelib chigadi.

Uchinchi hol, biz f(x)=|x funksiyaning x=0 nuqtada hosilasi
mavjud emasligini ko‘rgan edik. Bu funksiya x = 0 nugtada minimumga
ega bo‘lishi ravshandir. Demak, funksiya hosilaga ega bo‘lmagan
nuqtalarda ham ekstrimumga erishishi mumkin,

7.5. Funksiyaning statsionar nuqtaslari

Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nugtalar funksiyaning
statsionar (turg‘un, kritik) nugtalari deb ham ataladi.
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7.6. Ekstremumning yetarli shartlari

f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘lib, uning
L]g(xo):{x;XE R, Xg =0 <X<X,+0 x;txo}
atrofida chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lsin.
a) Agar
vxeU (x,) uchun f'(x) >0,

VXG[J;(XO) uchun f'(x) <0
tengsizliklar o°rinli bo‘lsa, ya’ni f'(x) hosila x, nugtadan o‘tishida oz
ishorasini “+” dan “-” ga o‘zgartirsa, u holda f(x) funksiya x, nugtada
maksimumga erishadi.
b) Agar
VXELJ(s(XO) uchun (f(x))’ <0

¥ <U () uchun (f(x) >0
tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa,sya™ni f'(x) hosila x, nugtani o‘tishda o‘z
ishorasini “—” dan “+” ga.0‘zgartirsa, u holda f(x) funksiya x, nugtada
minimumga erishadi.
v) Agar
vxeU (x,) uchun f'(x)>0,

vx eU s (Xy) uchunf’(x) >0
yoki
vx eU (X)) uchun f'(x) <0,

+

VXEU,;(XO) uchun f'(x)<0

tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, ya’ni f'(x) hosila x, nugtani oftishda oz
ishorasini o‘zgartirmasa, u holda f(x) funksiya %, nugtada
ekstremumga erishmaydi, u holda f(x) funksiya x, nugtaning Uj(x)
atrofida gat’iy o‘suvchi (yoki qat’iy kamayuvchi) bo‘ladi.
7.7. Funksiya ekstremumini topishda uning yuqori tartibli
hosilalaridan foydalanish

f(x) funksiya x, <(a, b) nugtada f',f",., f® hosilalarga ega bo‘lib,
biror n>2 son uchun

/(%) = (%) =..= F0(x) =0, T (x) =0
bo‘lsin.,
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a) Agar n- juft son, ya’ni n=2m(me N) bo‘lib,
(%) = (%) <0
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada maksimumga,
f (%) = (%) >0
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada minimumga erishadi.

b) Agar n-toq son, ya’ni n=2m+1 (meN) bo‘lsa, f(x) funksiya x,
nugtada ekstremumga erishmaydi.

Natija. Agar x=0 nugtada f(x) funksiyaning statsionar nugtasi
bo‘lib, f(x) funksiya x, nugtada chekli f(x,) =0 hosilaga ega bo‘lsa,
f"(x,) <0 be‘lganda f(x) funksiya x, nugtada maksimumga, f(x,)>0
bo‘lgandaf (x) funksiya x, nugtada minimumga ega bo‘ladi.

7.8. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari

f(x) funksiya [a,b] .segmentda aniglangan va uzluksiz bo‘lsin.
Veyershtrassning tkkinchi teoremasiga ko‘ra, funksiyaning [a,b] da eng

katta hamda eng kichik giymatlari mavjud bo‘ladi va bu giymatlarga
[a,b] segmentning nuqtalaridawerishadi. Funksiyaning eng katta giymati
quyidagicha topiladi:

1) f(x) funksiyaning (ab) intervaldagi maksimum giymatlari
topiladi. Funksiyaning hamma maksimum giymatlaridan iborat to‘plam
{max f (x)} bo‘lsin.

2) Funksiyaning [ab] segmentning chegaralaridagi, ya’ni

x=a, x=b nuqtalardagi f() va f®) giymatlari hisoblanadi. So‘ngra
{mex f(x)} to‘plamning barcha elementlari bilan f@) va f@) lar
taggoslanadi. Bu giymatlar ichida eng kattasi f(x) funksiyaning [a,b]
segmentdagi eng katta giymati bo‘ladi.

3) f(x) funksiyaning (ab) intervalidagi barcha minimum
qiymatlari topilib, ulardan {min f(x)} to‘plam tuziladi.

4) [ab] segmentning chegaralari x=a, x=b nuqgtalarda f(x)
funksiyaning f(), f(v) giymatlari ichida eng kichigi f(x) funksiyaning
[a,b] segmentdagi eng kichik giymati bo‘ladi.
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7.9. Funksiyaning botiqligi

f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo‘lib, bu intervaldan
X, — X X=X,

olingan x, e (a,b), x, € (a,b) nugtalar uchun I(x) = f(x,) Ni

FO) +

2 =X 2" M
garaymiz, bu yerda x, < x,. Ravshanki, (x,, x,) = (a,b).
Ta’rif. Agar har ganday (x,. x,) = (a,b) olinganda ham wvxe (x,, x,)
uchun

fx)<I1(x) (f(x)<1(x)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya (a,b) ¥,
intervalday, botiq (qat’ity botiq) funksiya

deyiladi. , M B
f (X) funksiya (a,b) intervalda

aniglangan bo‘lib, bihintervalda chekli f'(x) . A r-sw —
hosilaga ega bo‘lsin.

Teorema. “f)< funksiya (ab) intervalda botiq (qat’iy botiq)
bo‘lishi uchun uning f'(x) -hosilasining (a,b) da o‘suvchi (qat’iy
o‘suvchi) bo‘lishi zarur vayetarli.

h

7.10. Funksiyaning qavariqligi 7a
f(x) funksiya (a,b) intervalda-aniglangan p= Fx B
bo‘lib, shu intervaldan olingan x, e (a,b), x, e(ab) %
A F=Ix
nugtalar uchun 1(x) = 2= f(x)+ 2= 2"F(x,). ni X
2 7% X =% U "

garaymiz, bu yerda x <x,. Ravshanki,
(X4, X,) < (a,b).

Ta’rif. Agar har ganday (x, x,) < (a,b) olinganda ham ixtiyoriy

x e (x, x,) uchun

FO)=1(x)  (F(x)>1(x))
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya (ab) intervalda gavarig (qat’iy
gavariq) funksiya deyiladi.

Teorema. f(x) funksiyaning (ab) intervalda qavariq (qat’iy
gavariq) bo‘lishi uchun uning f'(x) hosilasining (a,b) da kamayuvchi
bo‘lishi zarur va yetarli.

Funksiyaning gavarig hamda botigligini uning ikkinchi tartibli
hosilasidan ham (agar u mavjud bo‘lsa) foydalanib tekshirish mumkin.
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Teorema. f(x) funksiyaning (ab) intervalda botig (gavariq)
bo‘lishi uchun shu intervalda
f'(x)=0 (f"(x)<0)
tengsizlik o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

7.11. Funksiyaning egilish nuqtalari
f(x) funksiya x, nugtaning U,(x,) atrofida aniglangan bo‘Isin.
Ta’rif. Agar f(x) funksiya u-s(x,) oraligda botiq (qavariq) bo‘lib,
U's(x,) oraligda esa qavarig (botiq) bo‘lsa, u holda x, nugta
funksiyaning (funksiya grafigining) egilish nuqtasi deb ataladi.

7.12. Funksiya grafigining asimptotalari

f(x) funksiya aeR nugtaning biror atrofida aniglangan bo‘lsin.
Ta’rif. Agarushbu

lim ). [imf(x)

x—a+0 x—a-0

limitlardan biri yoki ikkalasi-cheksiz bo‘lsa, u holda x =a to‘g‘ri chiziq
f (x) funksiya grafigining vertikal asimptotasi deb ataladi.

Masalan, y=§ funksiya'grafigi uchun x=0 to‘g-ri chiziq vertikal

asimptota bo‘ladi.
Endi y=f(x) funksiya (a,») ((—=,a)) oraligda aniglangan bo°‘lsin.
Ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas k' va'b sonlar mavjud bo‘lsaki,
x -+ da f(x) funksiya ushbu
f(x) = kx+b+a(x)
ko‘rinishda ifodalansa (bunda XILrpma(x):O), u holda y=kx+b to‘g‘ri

chizig f(x) funksiya grafigining og‘ma asimptotasi deb.ataladi.

Masalan,
2
f(x)=2X —4x+5
X+ 2
bo‘lsin. Bu funksiyani
f(x)=2x—8+£
X+2

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, x —+w da a(x)=é—>0 bo‘lib,

berilgan funksiya f(x)=2x-8+a(x) ko‘rinishda ifodalanadi. Bundan esa
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f(x)=2x-8 to‘g‘ri chiziq funksiya grafigining og‘ma asimptotasi
ekanligi kelib chigadi.

Teorema. f(x) funksiya grafigi y=kx+b 0g‘ma asimptotaga ega
bo‘lishi uchun

lim2 =k, limlf(9-kd=b

X—>+x0 X X—0

tengliklarning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

7.13. Funksiyani tekshirish. Grafiklarni yasash

Funksiyalarni tekshirish va ularning grafiklarini yasashni
quyidagi sxema bo‘yicha olib borish magsadga muvofiqdir:

1°. Funksiyaning aniglanish sohasini topish;

2°. Funksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nugtalarini
topish;

3°. Funksiyani juft, toq hamda davriyligini aniglash;

4°, Funksiyani_monotonlikka tekshirish;

5°. Funksiyani ekstrimumga tekshirish;

6°. Funksiya grafigining gavarig hamda botigligini aniglash,
egilish nuqtalarini topish;

7°. Funksiya grafiginng ‘asimptotalarini topish;

8°. Funksiyaning haqiqiy“nollarini“(agar ular mavjud bo‘lsa),
shuningdek argument x ning bir nechta) xarakterli giymatlarida
giymatlarini topish.

Misol. y =x+e™™ funksiyani to‘lig tekshiring.va grafigini chizing.
Funksiyani yugorida ko‘rsatilgan sxema asosida to‘liq tekshiramiz.
Funksiyaning aniglanish sohasi haqigiy sonlar toplami.

Funksiya juft ham, tog ham, davriy ham emas.
Funksiya uzluksiz. oy o‘qi bilan kesishish nugtasi: y=%(0)=1.
ox o‘gi bilan kesishmaydi. Endi funksiyani monotonlik va
ekstremumga tekshiramiz:

y‘:(x+e’x)' =1-e*=0=>x=0.
Intervallar usulidan foydalanib bu ifodaning ishorasi saglanadigan
oraliglarni topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz:

X (—0;0) |0 (O;+oo)
y' - 0 +
y \ min f(0) =1 /'

Qavariqglikka tekshirish uchun y" ni hisoblaymiz:
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y'=(y')'= (1—e‘x)' =g % 0:>eix>0 .

Funksiya hamma joyda botig.

Funksiya asimptotalarini topamiz:

a) Vertikal asimptota: yo‘q

6) Gorizontal asimptota: lim f (x) = lim(x+e )= = Gorizontal asimptota

4
yoq.
X+e™*

B) Og‘ma asimptota: k = lim %) — jim =1

X—00 X X—>0 X
b=lim[f(x)—kx] = lim(x+e ™ —x)=0= y =x
0g‘ma asimptota.

Endi topilgan ma'lumotlardan foydalanib funksiya grafigini chizamiz
| Ny

7.14. Anigmasliklarni ochish. Lopital qoidalari

Funksiyalarning limitini o‘rganish jarayonida g 2. 0.0, 0—oo,

0°, 1~ ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish bilan’shug‘ullanishga to‘g‘ri
keladi. Hosilalardan foydalanib anigmasliklarni ochish Lopital
goidalari deyiladi.

1. % ko‘rinishidagi anigmaslik.

Ma’lumki, x—»a da f(x)—>0, gx) —0 bo‘lsa, % nisbat 2
ko‘rinishidagi anigmaslikni ifodalaydi. Ko‘pincha x—a da %

nisbatning limitini topishga garaganda % nisbatning limitini topish

oson bo‘ladi. Bu nisbatlar limitlarining tengligini quyidagi teorema
ko‘rsatadi.

Teorema. (a,b) intervalda aniglangan, uzluksiz f(x) va g(x)
funksiyalar uchun ushbu shartlar bajarilgan bo‘lsin:
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1) limfx) =0, [imax) =0;

X—a X—a

2) (a,b) da chekli f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va g'(x) = 0;
3) lim fgx) k (k-chekli yoki cheksiz).

x—>a

U holda
f () f'(x) _
Ierang(X) IxLa g'(x)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Lopital goidasidan foydalanib, ||mﬂ_1 limitni osonlik bilan
isbotlash,mumkin.
Hagigatan,
lim ™ = [jm % =1
Im=c-im— =
2°. £ ko‘rinishidagi‘anigmaslik.
Ma’lumki, x—a da f()—>x g(x)—>x bo‘lsa, 0 nishat =

9(x) o0
ko‘rinishidagi anigmaslikni ifodalaydi. Bunday anigmaslikni ochishda
f(x) va g(x) funksiyalarning hosilalaridan foydalanish mumkin.

Teorema. (a,b) intervalda“fyva gx) funksiyalar uchun ushbu
shartlar bajarilsin:

1) lim £ (x) = o0, lim g(x) = o;

2) (a,b) intervalda chekli f'(x) va g'(x) hesilalarmavjud va g'(x) =0

3) fim

x>a g (X

=k (k-chekli yoki cheksiz). U holda

lim ()—ll () =k
ag(x) x2g'(x)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
3°.0- Ko‘rinishidagi anigmaslik.

limf0)=0, |limox=o bo‘lganda f(x)-g(x) ifoda 0.«
ko‘rinishdagi aniqmaslik bo‘lib, uni quyidagi
(-9 =0 = 9%
90 f(0
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kabi yozish orgali % yoki = ko‘rinishdagi anigmaslikka keltirish

mumKin.
4°, w—oo Ko‘rinishidagi anigmaslik.
limf)=+o, |lima(x)=+c Dbo‘lganda f(x)-g(x) ifoda «-w

X—a X—a

ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochishda, ularni % yoki = ko‘rinishdagi

anigmaslikka keltirib hisoblanadi.
5°, 17,07, " Ko‘rinishidagi anigmasliklar.
Aytaylik,
lim[g()-In ()] =b

X—a

(b-chekli yoki cheksiz) bo‘lsin deylik. Unda
Iim[f (X)]Q(X) — Iimeg(x)ln f0 _ eb

bo‘ladi.

Eslatma. Agar« f(x) va g(x) funksiyalarning f'(x) va g'(x)
hosilalari ham f(x). va<g(x) lar singari yuqorida Kkeltirilgan
teoremalarning barcha shartlarini ganoatlantirsa, u holda

i) . (%)
'JH‘ g(x) Mgy =M
tengliklar o‘rinli bo‘ladi, ya’niwbu holda Lopital qoidasini takror
go‘llash mumkin bo‘ladi.

M4. Hosila va differensiallashga doir mashqlar
1.Hosilalar jadvali va qoidalari yordamida quyidagi.funksiyalar
hosilalarini toping
1)y =x°- ix“ + §x3 + 3,5x +0,15
2) y = 3vE-2+450
3) y = x?92°> 4+ 5in 25 +xs—2+%

Ay =xB—\2xV2 -7

5) y = 2xsinx

6) y = x3cosx

Ny=x*+x)tgx 8) y = e¥3* 4+ 5%

9) y —:fri 10) y = 5*logg x

-1 3

11) \/_+1 12)y_smx

13) y = x3cosx + xsin5 14) y = 6x* - 2*
1.t 5 _ 3/ si

15)y—\/§+3\/§+w 16) y = Vxsinx
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2. Murakkab funksiya hosilalarini toping

1) y = (5x% + 2x — 1)° 2)y=sin§x

3) y = 2%« 4) y = tg 6x?

5) y = sin(sinx) 6) y = cos(cos x)

7) y = eC0S¥ 4 gSinx _ 5 8) y =In(x? + 5x — 1)
9) y = arcsin sinx 10) y = log,(v x + V/x)
11) y = sin®(x? + x) 12) y = log$ sinx

13) y = In(1 — V1 — x) 14) y = Y/x% + sinx
15) y = 25Inx 4 g=% 16) y = (cos x)sin*

3. Parametrga bog’liq funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalaritopilsin

1) x =sint, y = cost 2) x =cost,y =sint

3)x =tsint,y = tcost Nx=1—-t*,y=1+1¢3
5)x =+t,y =1/t

4. Quyidagi funksiyalarning ikkinchi tartibli hosilasi topilsin
1) y = eX’ 2) y = gsinx

Jy=eV* Ay = x3e?*

5) y = sin%x 6) y = x(eosInx + sinln x)

7)y =(1+x?)arcctgx
5. Quyidagi funksiyalarning differensiali topilsin

1) y = sinx? 2) y =Inlnx
1+x
3) y = 5% 4 2%° 4)y=e\/;
. 2x_1
5) y = tg®sinx 6) y = 5y
7y =x*+x* 8) y = arctgx

6. Differensialdan foydalanib quyidagi funksiyalarning berilgan
nuqtadagi tagribiy giymatini toping

1)y =sinx, x = 31° 2)y=3x,x =28

3)y =ctgx, x = 46°30’ 4)y =+/x,x =122
S5)y=Igx,x=9

7. Quyidagi funksiyalarning ikkinchi tartibli differensialini toping
1) y = cos x? 2) y = Insinx

)y=e*+23%  4)y=sin?Jx

8. Quyidagi funksiyalarni n-tartibli differensialini toping

1)y =a** 2) y =e** 3)y=sin3x  4)y=cos3x

5)y = In5x 6)y = ap + a;x + ayx? + - + a,x™
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9. Quyidagi funksiyalarning Teylor formulasi bo’yicha x, nugtaning
atrofida n-hadgacha yozing(n=4).

1) f(x) =+x, xy = 16 2) f(x) = len_x, xo =1
3) f(x) = tgx, %, =0 4) f(x) =5— x5 =0

B) f(x) = In(3x + 1), xo = ;
10. Quyidagi funksiyalarni Makloren formulasi bo’yicha 0(x*)
ha(dgacha yoying.

1) f(x) = cos?x 2) f(x) = arcsinx

3) f(x) =2%7% 4) fo) =

11. Quyidagi funksiyalarni monotonlik oraliglarini aniglang.
1)y =2x =x3 2) f(x) = —=

1+3x

3) f(x) = x + cosx 4) f(x) = —x + sinx
5) f(x) = 5x* — x> 6) f(x) = (x = 2)*(x + 3)?

7) f(x) = xe™>* 8) f(x) = x3e™

9) f(x) = x?m* 10)£(x) = (1 +2)*

12. Quyidagi funksiyalarning ekstremumlari topilsin.
1) y = 25x — x? 2)y =x*42x—3
3)y=x3—3+x2 4) y =x3 + 2x* — 3x
5)y=% 6)y=xe_§

7) y = 2x + ctgx, (0,m) oraliqda

8) y=x+ 9y =-2)14x

10) y = x + 2v/—x 11) y = V1 — sinx

13. Quyidagi funksiyalarning [a, b] oraligda eng katta va eng kichik
qiymatlarini toping (agar kesma berilgan bo’lmasa aniqlanish
sohasidagi eng katta va eng kichik giymatini toppish kerak).

1)y =-—2 2)y =x% [-1;3]
3)y=x(5-x) 4)y =2x3+3x? —12x + 1

5) y = sin*x + cos*x, [—1; 5]
6) y = arccosx, [—10; 12]
14. Quyidagi funksiyalarning gavariqlik va botiglik oraliglarini toping:

1) f(x) =x°> (x>0) 2) f(x) =e*
3) f(x) =x>—10x2 + 3x 4) f(x) = 1_5x2
5)f(x)=ﬂ 6) f(x) = x + sinx

1+x
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7) f(x) = x + cosx
15. Quyidagi funksiyalarning egilish nuqgtalarini toping.

1) f(x) = sinx 2) f(x) = e
3) f(x) = e 4) f(x) = 4x? + =

5) f(x) = e 6) f(x) = V4 —x?

16. Quyidagi funksiyalarni to’liq tekshiring va grafigini chizing.
1) f(x) = = 2) f(x) =

3) ) =x(x2—1)°  4) f(x) =2+ 4x?

5) f(x) :ex7—1 6) f(x) = x + sinx

7) F(x) 2aDVr F 1 8) f(x) = x(x + 1)z

9) f(x) = x%e* 9) f(x) =x*—-2Inx

17. Lopital qoidasidan.foydalanib quyidagi limitlar topilsin.

1) lim = 2) lim 1=%%
x—0 sin 2x x>0 X
. x—sinx . e*
3) }CI_I)T(l) x3 4) xl—1>£nw ;
. tgx-sinx . alnx
5) }CI—I}(l) x—sinx 6) }Cl_r% ctgx
7) lim x In x 8) lim x%e™™
x—=0 x>+00 .
9) lim x 10) Tim (L=2)%
1
11) lim(sinx)t9* 12) lim xi=x
x—0 x-1

18. shx funksiyaning Makloren formulasidagi 4-hadi bo’lmagan ifodani
aniglang

Do 23 33

A)l,2 B)1,3 (C)2,3 D)l E)to’g’rijavobyo’q

19. — funksiya Makloren formulasidagi 3-hadi bo’Imagan,ifodani

) 1+x2
aniglang

1) —x®  2) —x3 3) —x?

A)l2 B)1,3 ()23 D)1 E)to’g’rijavobyo’q
20. Noto’g’ri javobni aniqlang.

1) (sin?x)’ =sin2x  2) (cos?x)' =cos2x 3) (tanx)' = :

sin2 x

A)l2 B)1,3 ()23 D)1 E)to’g’rijavobyo’q
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8-§. ANIQMAS INTEGRAL

8.1. Boshlang‘ich funksiya

f(x) funksiya (a,b) (chekli yoki cheksiz) intervalda aniglangan
bo‘lsin.
Ta’rif. Agar ixtiyoriy xe(ab) da f(x) funksiya shu intervalda
differensiallanuvchi F(x) funksiyaning hosilasiga teng, ya’ni
F'(x) = f(x)
bo‘lsa, u holda F(x) funksiya (ab) intervalda f(x) funksiyaning
boshlangfich funksiyasi deyiladi.

8.2. Fumksiya differensiali orqali boshlang‘ich funksiya ta’rifi

f(x) funksiya (a,b) (chekli yoki cheksiz) intervalda aniglangan
bo‘lsin.
Ta’rif. Agar ixtiyoriy xe(ab) da f(xdx ifoda shu intervalda
differensiallanuvchi F(x) funksiyaning differensialiga teng, ya’ni
dF (%) = f (x)dx
bo‘lsa, u holda F(x) funksiya< @b) intervalda f(x) funksiyaning

boshlang ‘ich funksiyasi deyiladi.
Misol. f(x)=x* funksiyaning «{(=s;*«) intervalda boshlang‘ich

funksiyasi F(x):x—;+c bo‘ladi, bu yerda c .0‘zgarmas son.

8.3. Anigmas integral

Teorema. Agar f(x) funksiya R = (-o;+o0) Oraliqda uzluksiz bo‘lsa,
f(x) shu oraligda har doim boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi.

f(x) funksiya (a,b) (chekli yoki cheksiz) intervalda, aniglangan
bo‘lsin.

Ta’rif. (a,b) intervalda berilgan f(x) funksiya boshlang‘ich
funksiyalarining umumiy ifodasi F(x)+C (C=const), sShu f(x)
funksiyaning anigmas integrali deyiladi va

jf(x)dx
ko‘rinishda belgilanadi. Bunda [-integral belgisi, f(x) integral ostidagi
funksiya, f(x)dx esa integral ostidagi ifoda deyiladi. Demak,
If(x)dx:F(x)+C (C =const).
Misol. Masalan

98



S.Hodjiyev, N.O.Jo rayeva, M.M.Hamdamov

6

Ixsdx:%+C
bo‘ladi.
[x*dx integral shunday funksiyaki,
F(x)=§+C
bo‘lib
F’(x)=(§+CJ = x°
bo‘ladi.

8.4. Anigmas integralning sodda xossalari
1°. f(o funksiya anigmas integrali [f(xdx ning differensiali
f(x)dx da teng, ya’'ni
d(fof (0lx)= f (x)olx.
2°. Funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiya
bilan o‘zgarmas son yig‘indisigasteng, ya’'ni
IdF(x):F(x)+C (C =const).

8.5. Integralashning sodda qoidalari
1°. Agar f(x) va g(x) funksiyalar.boshlang‘ich funksiyalarga ega
bo‘lsa, u holda f(x)+g(x) ham boshlangich funksiyaga ega va
[If 09+ g0 kx = [ £ (x)dx+fgex)dx
formula o‘rinli (integralning additivlik xossasi).
2°. Agar f(x) funksiya boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lsa, u
holda k- f(x) (k-o‘zgarmas son) ham boshlang‘ich funksiyaga ega va

k=0 da
Ik-f(x)dx=kjf(x)dx

formula o‘rinli.
8.6. Elementar funksiyalarning aniqgmas integrali
1. fo-dx=C, C=const.
2. I1~dx=jdx=x+C.

X
3. J.x“dx:ﬂJr

u+l

[+C (wE-D) U(ax+b)”dx:

u+l
1 (ax+h) +Cj'
a wu+l
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4, J‘ldx_ ox_ =Injx|+C (x=0) j o :lln(ax+b)+C :
X X ax+b a

1 dx dx
5. Il+x2 dX:Il+x2 = arctgx + C (_J1+x2 :arcctgx+Cj.

1 dx .
6. | ——dx=|—2— =arcsinx+C (— :arccosx+C].
J-,/ —x2 I,/ —x? '[ 1-x?
1. Ia dx_—+C exdx=ex+C).
In a

8. _[sin xdx = —cosx + C ( sinaxdx=—lcosax+Cj.
a

0. Icosxdx=sinx+C ( cosaxdx:lsinax+Cj.
a

10. _[ x=| _d>2< = —ctgx+C U -dx :—lctgax+Cj.

sin? x sin? x sinax a

ll.J' ! dx=_[ d),: —tgx+C U ax :ltgax+Cj

cos’® X cos’ X cos’ax a
12. jshxdx:chx+C.

13. jchxdx —shx+C .

14._[ 12 dx = d—)z(=—cthx+C.
sh X sh®x

15.

J dx =thx+C.

2

chx ch-x

16. | de 5 ~Larg X c;
a’+x° a a

17. [% ~ L

a’—-x*> 2a

a+X
a—X

18. j& =J_rlln‘a2 + x2‘+C;

a+x
19, |

—|+C; (a=0).

—arcsm X1c; (a>0).

\/7

xdx > )
21. '[\/aTx +Ja?+x® +C;

2
22. j\/a ~X dx—gxl —x? +a?arcsin§+c; (a>0).
23. J.\/x +a dx—gx/ +a ia—ln‘x+ x? +a?

2

20. f :In‘x+ x> +a’|+C; (a>0).

+C.
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8.7. Integrallash usullari

1. O‘zgaruvchilarni almashtirib integrallash. Ushbu jf(x)dx

anigmas integralni hisoblash talab etilgan bo‘lsin. Bunda f(x) funksiya
biror x =(a,b) intervalda aniglangan va f(x)=¢(g(x))g’(x) kKo‘rinishida
yozish mumkin deylik.

Agar o) funksiya T =(t,,t,) intervalda boshlang‘ich funksiya o(t)
ga ega bo‘lib, gx) funksiya x =(a,b) iIntervalda (bunda g(x)eT)
differensialanuvchi bo‘lsa, u holda

[ £09dx = [ p(g())g'()dx = (g (x))+C

formula.o‘rinli.
Misol. Ushbu

dx

J-arctgx
1+ x?
anigmas integralni hisoblang.

d(arctgx) = % ekanligini e’tiborga olsak,

|=J-arctgx
1+ x?
Bundan ko‘rinadiki, arctgx=t .desak, t orgali integral quyidagi

integralga keladi:

dx= _[ arctgxd(arctgx).

| =],
u holda
I =£+C.
2
Birinchi integralning x o‘zgaruvchi orgali ifodasi

I :%arctg2x+C

ko‘rinishda bo‘ladi.

2. Bo“laklab integrallash usuli. Ikkita u=u(x) va v=vx) funksiya
(a,b) intervalda uzluksiz u'(x) va v'(x) hosilalarga ega bo‘Isin. Ma’lumki,

d[u(x) - v(x)]= u(x) - dv(x) + v(x) - du(x) .
Bundan
u(x)dv(x) = d[u(x) - v(x)] - v(x)du(x) , (1)

ekanligi ravshan.

Endi (1) tenglikni integrallab topamiz:

[uEydv(x) = [ [d[u(x) - ve) - v(x)du()] = u(x) - v(x) - [v()du(x).

Shunday qilib, quyidagi
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ju(x)dv =u(x)-v(x)— Iv(x)du
formulaga kelamiz. Bu formula bo‘laklab integrallash formulasi
deyiladi.
Misol. Ushbu

| =Ixsin xdx

anigmas integralni hisoblang.

Integral ostidagi ifodani u=x, dv=sinxdx lar ko‘raytmasi deb
olamiz. U holda du=dx, v=-cosx bo‘ladi. Bo‘laklab integrallash
formulasiga ko‘ra:

I :—xcosx+jcosxdx:—xcosx+sinx+C.

Eslatma. j u(x)dv(x) integralni hisoblashda logarifmik funksiya,

ko‘phad, teskari trigonometrik funksiyalarni ux) deb belgilash
magsadga muvofig:

8.8. Ko‘phad va uning ildizlari haqida

Biror
P(X)=a, +a,x+a,x’ +...+a x" (2)
ko‘phad berilgan bo‘lsin, bunda ‘&, a,,a,.., a,-o‘zgarmas haqiqgiy
sonlar, a, 20, neN esa ko‘phadning darajasi.

acR SON uchun pP()=0 bo*lsa, « son p(x) ko‘phadning ildizi
deyiladi. U holda Bezu teoremasiga ko‘ra, p(x) ko‘phad x-« ga
qoldigsiz bo‘linib, u quyidagi

P(x) = (x — 2)Q(X)
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda Q(x)— (n-1)-darajali ko‘phad.

Agar (2) ko‘phad (x-a)° (keN) ga qgoldigsiz bo‘linsa, « son (2)
ko‘phadning k karrali ildizi bo‘ladi. Bu holda p(x) ko‘phadni ushbu
P(x)=(x-a)*R(x) ko‘rinishida ifodalash mumkin, bunda“r(x)— (n—k)-
darajali ko‘phad.

Agar h=«a+ig kompleks son p(x) ko‘phadning ildizi bo‘lsa, u
holda h=«-ig kompleks son ham shu ko‘phadning ildizi bo‘ladi.
Shuningdek, h=a +ip s0n P(x) ning k karrali ildizi bo‘lsa, h=a—ig son
ham k karrali ildizi bo‘ladi.

Teorema. Har ganday n-darajali

P(X)=a, +a,Xx+a,x* +...+a X"
ko‘phad (a,,a,,a,... a,-o‘zgarmas hagiqgiy sonlar, a, =0), ushbu
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P(X)=(X—a)* (X—a,)....x— ot )" (X* + px +
+0,)" (X7 + PoX+0,)7%...(x° + pX+0,)"

ko‘rinishda ifodalash mumkin, bunda
M+dy+at+ 4 +2(r,+y, o+ y)=n

bo‘lib, (x*+p,x+q;)=0 (j=123,...s) tenglamalar haqiqiy ildizga ega
emas.

8.9. Sodda kasr

Ushbu
A Bx+C

(x—a)" " (x*+ px+q)"
ko‘rinishidagi kasrlarga sodda kasrlar deyiladi, bunda A B,c hamda
a, p,q lar o‘zgarmas, sonlar, x*+ px+q kvadrat uchhad esa haqiqiy
ildizga ega emas.

, m=123,...

8.10. Ratsional funksiya va to‘g‘ri kasr
Quyidagi
P() =a+a,x+a,x* +...+a x"
va
Q(x) =b, #b,x +b,X* +...+b,x"
ko‘phadlarning (2. &, a,,.. amby, b, b, %, b,-0‘zgarmas sonlar
neN,ve N) nisbati
P(x) a, +ax+a,x #..+#a,x"
Q(x) b, +bx+b,x? +..+bX"
kasr ratsional funksiya deyiladi, n<v bo‘lsa U to‘g‘ri kasrga aylanadi.
Teorema. Har ganday to‘g‘ri kasr sodda kasrlar yig‘indisi orgali
ifodalanadi.

8.11. Sodda kasrlarni integrallash

Sodda kasrlarni anigmas integralini topish.

1°. X’_*a sodda kasrning anigmas integrali:

[A =28 ppjx—gl+c,
X—a X—a

(m>1) sodda kasrning anigmas integrali:

T (x-a)"

A _afd=a) e o o A1
j(x_a)mdx_Aj—(X_a)m Al (x—a) "d(x—a) o e
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3. ZBX—+C sodda kasrning integrali |:szX—+Cdx ni
X"+ pxX+q X° + px+q

hisoblash uchun avval kasrning maxrajida turgan x*+ px+q kvadrat
uchhadni ushbu

2 2
x2+px+q:(x+g} +q—p—

4
ko‘rinishida yozib olamiz. U holda
—J Bx+C dx :J' Bx+C

XT+ X (x+p}2+a2
2

bo‘ladi,dounda a* =q —pTZ. Bu integralda x+§:t almashtirish bajaramiz:

dx

=8 [ = e @JHLJ=

t° +a t? +a’ 2 Ja (tjz
1+
a

p
X+
=Eln[t2+a2]+(C—@j£arctg£+C*=Eln[x2+px+q]+ﬂarctg 2 +C,.
2 2 Ja a 2 ) pz pz
q—T q—T
Demak,
P
IzBX—Jer ——In[x +px+q]+ arctg 2 C,,
X“ + px+q 2
Vq_i 4
bunda c,-ixtiyoriy o‘zgarmas.
4°. —B**C _ sodda kasrning integrali =] BX+C _gx ni
(x2+px+q) (x2+px+q)

hisoblash uchun 3°-holdagidek o‘zgaruvchilarni almashtiramiz: x + g =t

. Natijada quyidagiga ega bo‘lamiz:

Bx+C Bx+C
| =j(

)m dx:.[ dx =

x>+ px+q

Bt+(C—BpJ g
2 dt= B j (t? +a) (C @]J‘ dt

=] (% +a%)"

B 1 1 Bp dt
=TT T m_1+(c——jjﬁ-
2 1-m (t°+a°) 2 ) (t°+a%)
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Bundaj at integral rekurrent formula orgali topiladi.

(t* +a*)"

8.12. Ratsional funksiyalarning aniqmas integrali

f (x) ratsional funksiya bo‘lib, uning anigmas integralini hisoblash
talab etilsin.
Ma’lumki, ratsional funksiya ikkita P(x) va Q(x)-butun ratsional

funksiyalarning nisbatidan iborat, ya’ni

P(X)
f =—7,
%)= 000
P(X)

Agar ) noto‘g‘ri kasr (suratidagi ko‘phadning darajasi
maxrajdagi ko‘phadning darajasidan katta) bo‘lsa, uning butun gismini

ajratib, butun ratsional funsiya hamda to‘g‘ri kasr vyig‘indisi
ko‘rinishida quyidagicha ifodalab olinadi:

PO _pexy+ 20
Q(x) Q(x)
U holda
PO £ X
[ f00dx=] S 5 dx= RO)dx+ [ o dx
bo‘ladi.

8.13. Ba’zi irratsional ko‘rinishidagi funksiyalarni integrallash.
Eyler almashtirishlari

R(x,y) deganda x va y o‘zgaruvchiga nisbatan ratsional
bo‘lgan funksiyani tushunamiz.

) IR(x,n a“dex integralni topishda t:n/:))((+3 almashtirish bajarilsa,
+

cx+d

ratsional funksiyani integrallashga keladi.
) IRLX(aHb]G,(a“bY ..... [a“gjr"de integralni topishda r,,r,....r,

cx+d cx+d

ratsional sonlarning umumiy m maxrajga Kkeltirib, integralda
t=m‘/;’(‘+3 almahtirish bajarilsa, ratsional funksiyani integrallashga
+

keladi.
1) fR(x,\/axz +bx+c)dx integralni topishda quyidagi 3 ta hol garaladi.
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1 — hol. ax*+bx+c kvadrat uchhad har xil x, va x, hagigiy
ildizlarga ega bo‘lsin. Bundan ax?* +bx+c = a(x-x,)(x-Xx,).
Jax=x)(x=%,) =t(x—x)
almashtirish bajaramiz.
2 - hol. a>0 bo‘lsin. Unda
Jax2 +bx+c) =t —/ax (yokivax? +bx+c =t ++/ax)
almashtirish bajaramiz.
3 - hol. ¢>0 bo‘lsin. U holda
Jax? +bx+c¢ =tx++/c (yokivax? +bx+c =tx—/c)
almashtirishni bajarish yordamida topilishi kerak bo‘lgan integral
ratsional'funksiyani integrallashga keltiriladi.
Yuqorida Keltirilgan almashtirishlarga Eyler almashtirishlari deb
aytiladi.

8.14¢ Binomial differensiallarni integrallash
a) Ta’rif. Ushbu x"(a+bx")"dx ko‘rinishidagi ifodaga binemial
differensial deb ataladi..Bu yerda m,n, p - lar ratsional sonlar.
I :Ixm(a+bx")pdx
integral quyidagi 3 ta holda ratsional funksiyaning integraliga keladi.
1 - hol. p - butun son. x=t¥ almashtirish bajariladi. Bu erda N

soni m va n ratsional sonlar (ya’ni kasrlar) maxrajlarning eng kichik
umumiy bo‘linuvchisi.

2 - hol. mTH - butun son. Bu holda.a+bx”=z" almashtirish

bajarish kerak bo‘ladi. N - p ratsional sonning maxraji.

3 - hol. mn+1+p - butun son. Bunda in+b=zN, N-p ning
X

maxaraji, almashtirish bajarish etarli.
Ushbu jR(sinx,cosx)dx ko‘rinishidagi integral, bunda R ratsional

funksiya umumiy holda tggzt (-z<x<z) almashtirish bilan t

o‘zgaruvchining ratsional funksiyasiga aytiladi. Bu unversal
2
almashtirishda sinx=—2*, cosx=>"' ,dx = 24t poladi.

1+t2" 1+t2' 7 14t?
1) agar R(inxcosx) ratsional funksiya sinx ni —sinx
almashtirishda R(-sinx,cosx) =—R(sinx,cosx) tenglik o‘rinli bo‘lsa,

cosx=t deb belgilash ma’qul;
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2) agar R(sinxcosx) ratsional funksiyada cosx ni -cosx Qa
almashtirilganda R(sinx,—cosx)=—R(sinx,cosx) tenglik o‘rinli bo‘lsa
sinx=t deb belgilash ma’qul;

3) agar sinx ni —sinx bilan va cosx ni -cosx bilan almashtirishda
R(—sin x,—cosx) = R(sinx,cosx) o‘rinli bo‘lsa, tgx=t deb belgilash ma’qul;

4) Aytaylik,

| :Isin" x-cos" xdx, (n, meZ)

integral berilgan bo‘lsin. Bu integralni topish uchun quyidagi hollar
garaladi.

1-hol. n-toq, m -juft, bunda cosx=t almashtirish bajariladi.

2 =hols n - juft, m -toq, bunda sinx=t almashtirish bajariladi.

3 -hol. n va m - tog. Bunda cosx=t, sinx=t YOKi tgx=t
almashtirishlardan biri bajariladi.

4 - hol. n va'm - juft. Bu holda

sin2x =2sin x - cosx Va cos2x = cos’ X —sin® x
formulalardan foydalanib tartib pasaytiriladi va yugoridagi hollardan
biriga keltiriladi.
M5. Anigmas integrallarga doir mashqlar

1. Integrallar jadvalidan va anigmas integralning xossalaridan
foydalanib integrallang

1) f(6x3 +1+ex+ax)dx
3)[( += +——67)dx

2) f(Vx + Ax+3Vx — 1,2)dx
4) [ 2*3%dx

5) f(”") d 6) [ v%dx
7, ) I

9) [ 10) fcosifjf;z

11) [ ctg?® xdx 12) f(arcsin5x + arccosbx)d x
13) [ 2= dx 14) [ x3VI = x%dx

15) [ 2 16) [

17) [ 2 18) f 1o 0

19) [ 4= dx 20) fvﬂ

21) [ 25" cosxdx 22) f\/%

2. Integral ostidagi
integrallarni hisoblang.

ifodaning ko’rinishini o’zgartirib quidagi
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5x
3x-1
3) [ ——dx
5) fcos%i—:

dx
[

sinx
9) f\/coszx dx

11) [ 2= dx
13) [ &

x2—-7x+12

15) [ sin3 xdx

12
2) f12+)66»x dx
2
4) f(1+x) dx

x;+1
x
0) | =

dx
8) f,/x(1+x)
10) [-=

sinx

dx
12) f(x+1)(2x—3)
dx
14) [ et
16)f dx

sin2 x cosx

3. Integrallashning asosiy usullaridan foydalanib integrallang.

dx
1) f1+¢m
4x+3
3) f(x—z)z dx

2) f x2dx

Vvx—1

) I e

X

dx dx
%) J 1+Vx 6)J Vi Vx
7) [ ;J;lzx dx 8) [ sin’ xdx
9)[ x sinvx dx

4. Trigonametrik  yoki

giperbolik | almashtirishlardan
quyidagi inegrallarni hisoblang.

foydalanib

dx x2dx

DN e 2) | o

3) [V1—x2dx 4) [V9 + x*dx
dx 9+x

7) [V16 + x?dx 8)f\/%dx

5. Bo’laklab
integrallarni hisoblang.
1) [ x cos2x dx
3) [ x3inxdx

5) [ arcsinxdx
7) faTCCOSX dx

integrallash usulidan foydalaniby,, quyidagi

2) [ x5*dx

4) [ x arcctgxdx
6) [x3e~"dx

8) [(arccosx)?dx

9) [ cos(lnx) dx 10) [V3 —x2dx
11) [ x sinvx dx 12) fﬁiﬁ

6. Quyidagi ratsional funksiyalarni integrallang.

dx
1) f x(x—1)(x+1)
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2x%-5
3) | e Wl rerees
xdx 2x2—x5
ON DD 6) | e d
xdx
7) f1_x4 dx 8) | spaeas
7. Quyidagi trigonametrik funksiyalarni integrallang.
1) [ sinx sin5xdx 2) [ cos2x cos4xdx
3) [ sin2x sindx sinbxdx 4) [ cos2x cos4x cosbxdx
5) [ cos? 2x cos? 3xdx 6) fj;:ix
7) [ cos®xdx 8) fsme sin7x sin9xdx
9) [ sin?2x"cos? 2xdx 10) [ ——— (smx+cosx)2
dx 2—-sinx
) f1+tgx 12) f2+cosx
cosxdx
13) fsm3x cos3 x 14) fsm‘* x+cos* x

15) [ sin*x cos®#% dx
8. Quyidagi bimomial differensiallarning integralini hisoblang.

D W =
3 4) JEC ) dx

5) [x ' (1+x)Rdxr 6) [
8) [ VI

dx
N e

9-§. ANIQ INTEGRAL

f(x) funksiya [a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘lsin. Bu

kesmani
a=Xy <X <X, <..<X,=Db

nuqtalar bilan n ta gismga bo‘lamiz. Har bir (x_,,x) oraligdan ixtiyoriy
& nugtani olamiz va ushbu yig‘indini tuzamiz: if(;)Axi, bunda
A% =% ... Ushbu

Zf & )Ax
ko‘rinishdagi yig‘indiga |ntegral yig‘indi (Riman yig‘indisi) deyiladi.
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Agar maxAx, >0 da Zf Oax, yigeindining limiti mavjud va chekli

i=1

bo‘lsa, u holda bu I|m|tga f(x) funksiyadan a dan b gacha olingan aniq
integral deyiladi vaj X)dx = lim Zf )ax, ko‘rinishda belgilanadi. Bu

holda f(x) funksiya [a;b] kesmada integrallanuvchi funksiya deyiladi.
a va b sonlar mos ravishda integrallashning quyi va yugori chegaralari
deyiladi.

Teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] oraliqda uzluksiz bo‘lsa, u shu
oraliqgda integrallanuvchi bo‘ladi.

Teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] oraligda chegaralangan va
monoton boe‘lsa, u shu oraligda integrallanuvchi bo‘ladi.

9.1. Aniq integral xossalari

N
o

w
S

f(x)dx = j. f(x)dx + J. f(x)dx.

c

D T D C—T D — D C—T

—~
T
—~

>
~
H
j—y
N

~~
>
~—
hed
>
Il

D —— T

f, (x)dx ij' f,(x)dx.
59, jkf x)dx = kj x)dx, bunda k- o‘zgarmas.

6°. Agar [a;b] kesmada f(x)>0 bo‘lsa, u holda _Tf(x)dxzo.

a

7°. Agar [a;b] kesmada f(x)> g(x) bo‘lsa, u holda j dx>jg (x)ix.

8% Agar m va M mos ravishda f(x) funk5|yan|ng [a;b] kesmadagl eng

kichik va eng katta giymati bo‘lsa, u holda m~(b—a)£_Tf(x)dx£ M(b-a)

a

tengsizlik o‘rinli (aniq integralni baholash hagidagi teorema).

Q°, _Tf(x)dx= f(cXb—a) bunda ce<(a;b) (o‘rta qiymat hagidagi teorema.)

10° Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi. f(x) va gx) funksiyalar [a;b]
segmentda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
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j|f(x)-g(x)|dstjfz(x)dx-\/jgz(x)dx.

9.2. Aniq integralni hisoblash

Agar F(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz f(x) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyalaridan biri bo‘lsa, u holda quyidagi formula
o‘rinli:

I f(x)dx = F(x). = F(b)-F(a),

bu formula Nyuten —Leybnis formulasi deyiladi.

O‘zgaruvchini almashtirib integrallash formulasi. Agar f(x)
funksiya [ayb] kesmada uzluksiz, x=¢(t) funksiya esa t <[«, g] da aniglangan
va uzluksiz a=g¢(a) b=¢(8) bo‘lsa, hamda uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa,

b

[ 1 (0ax= f (ol et

tenglik o‘rinli.
Bo‘laklab integrallash formulasi. Agar u=u(x), v=v(x) funksiyalar va
ularning hosilalari [a;b] keSmada-uzluksiz bo‘lsa, u holda

b b
judv:uv|g = .vdu
a a
tenglik o‘rinli.

9.3. Aniq integralning tatbiqlari. Shaklning
yuzasini topish

1) f()ecClab]l (Clab] [ab] dagi uzluksiz
funksiyalar sinfi) bo‘lib, ixtiyoriy x<[a,b] uchun

f(x)>0 tengsizlik bajarilsin. Yuqoridan f(x) — .
funksiya grafigi, yon tomondan x=a va x=b

vertikal chiziglar va Ox bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya
(soha yuzi) 24-rasm
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Sz.kff(x)dx

bo‘ladi.

2) Agar tekislikda shakl £ (x)ec[a,b],
f,(x)eCla,b] (ixtiyorly xela,b] da o< f,(x)<f,(x))
x=a Vva x=h chiziglar bilan chegaralangan bo°‘lsa,
uning yuzi quyidagi aniq integral bilan topiladi

T=da r=h x
b
S = J'f(x)—f(x) Jdx . 25-
rasm
MisolUshbu xy = 4; x+y=5 shakl yuzi Ay
topilsin.
Yechish: xy=4/%+y=5, yzf, y=5-X. |
X
1
i ' iZi i l t ~
Soh_a 2_6 rasmda sl_wtrlxlanga_n chiziglarning - N
kesishish nuqgtalarini-topamiz. B *=
26-rasm
4 5y, X(5-x)=4, 5x— X’ 4= 0px* 5K +4=0, x, =23_4 x,=>"3_1(
X 2 2
¢ 4 x4 1 _ 1 3 15
x,=b,x,=a), S=.[(5—x——jdx= BXet — fo=20-8+ > -5+ = —4=3+>==",
1 X 2 X . 4 2 4 4

9.4. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
aniq integral yordamida topish

Qutb koordinatalar sistemasida p= (@) (a <0< ) funksiyaning
yoyi AB hamda oA va oB radius vektorlar bilan chegaralangan shakl

(egri chizigli sohalar) yuzi
1%,
S :Elp 0)do
formula bilan topiladi. Bunda p(9) funksiya [, 5]
oraliqda uzluksiz funksiya va p(9)=0.

Tekislikda
X = X(t)
{yzy(t) (ax<t< p)
parametrik tenglamalar bilan chegarlangan shak
(egri chiziqli soha) berilgan bo‘lsin.
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a) x=x), y=y@) funksiyalar [«, ] da uzluksiz, ixtiyoriy te|a, 3]
da x(t)=0, y@t)>0 va x'(t) uzluksiz va x'(t)>0 bo‘lsa, shakl yuzi

S= f y(t) - X'(t)dt

formula bilan topiladi.

b) x=x(t) funksiya [«, 5] da uzluksiz, ixtiyoriy te[a,p] da x@t)=0,
y(t)>0 va y(t) funksiya uzluksiz va y'(t)>0 hosilaga ega bo‘lsa, u holda
shakl yuzi

B
S = [x(®)-y'(t)dt
bo‘ladi.
9.5. Aniq integral yordamida yoy uzunligini topish

1) f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan uzluksiz va uzluksiz
f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. Shu funksiya grafigidadagi Aa, f(a)) va

B(b, f (b)) Nugqtalar orasidagi AB.egri chiziq yoyi uzunligi
I =i 14+[f (X)) dx

formula bilan topiladi.
Agar b=x desak, |(x)=f,/1+[f'(x)]2 ax'bo“lib,

%:,/u[f'(x)]2 = dl =32+ f'(x)J2dx
Bu ifodaga yoy differensiali deb ataladi.
2) Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chizig/yoyining uzunligini
topish.

Agar
o [ x=0(t)
AB'{y:l//(t), at<p
bo‘lib, ¢'(t) eCla, B] VA v'(t) e Cla, 8] bO°ISa,
B
1= [Jo'®? +Iy OF dt
bo‘ladi.

3) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chizig yoyining
uzunligini topish.
3.1. Agar
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g
r=r(p)
bo‘lib, r(p) ecle, 8] bo‘lsa, unda

B
1= [Jr(@)+[r' (@) do

formula o‘rinli bo‘ladi.

: s
Misol. r=4e* SSes<w

Yechish: Egri chizig yoyi uzunligi z:f,/r'z(gp)”z(gp)d(p formula

orqali hiSObIanadi

5¢ 5f/’”
e4—5e4,f j\/25e +16e2d(p je \/_dgo \/_1—

3.2. Agar

4\/_1( 58]
- —e .

Ag {pl <p<p,
@ =p(p)

bo‘lsa, yoy uzunligi
| = fx/[,oco’(p)]2 +1dp

formula bilan topiladi.

Misol.  Parametr ko‘rinishida berilgan sikloida yoyining
uzunligini toping: x=a(t-sint), y=a(l—cost) (0<t<2r),
Yechish:
x'(t) =a(l—cost)  y'(t)asint:
X'(t)? + y'(t)* = 2a®(1L-cost) = 4a” sin %
Yuqoridagi formuladan

2r 2r
| = J‘sinldt = 4ajsin zdz =
0 2 0

t
z= E| = 4acosz|i =8a.

9.6. Aylanma sirtning yuzasi
1. f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan bo‘lsin, uning grafigi

quyidagi
{(x, £(x):xe[a; b]}
nugtalar to‘plamidan iborat. Shu grafikdagi A(a f(a)) va B, f (b))

nugtalar orasidagi AB egri chizigni garaymiz.
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Aytaylik, f(x)eClab] bo‘lib, f(x)=0 bo‘lsin. AB yoyni ox oqi
atrofida aylantiramiz va aylanma sirtni hosil gilamiz. Agar f'(x) e C[a,b]
bo‘lsa, unda shu aylanma sirtning yuzasi ushbu

S= zﬂi F(X) -1+ [F'(OT dx

formula yordamida hisoblanadi.
2. AB egri chiziq yuqori yarim tekislikda joylashgan bo‘lib u

{);i);((tt)) (@ <t<p) parametrik tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bunda
x=x(t) vasy=y(t) funksiyalar [«;5 da uzluksiz va uzluksiz x(t) y'(t)
hosilalarga ega bo‘lsin. Bu egri chizigni OX o‘qi atrofida aylantirishdan
hosil bo‘lgan aylanma sirtning yuzi

S = 22 Y ON O+ v (e
formula yordamida.hisoblanadi.

9.7. Aniq integral'yordamida hajmni hisoblash

1. Faraz gilaylik, bizga biror~t jism berilgan bo‘lib, uning oy
o‘giga parallel bo‘lgan kesimlarining yuzasi ma’lum bo‘lsin Bu yuza x
o‘zgaruvchining funksiyasi boladi va uniss =s(x) deb belgilaylik. Agar
S(x)eC[a,b] bo‘lsa, unda T jismning hajmi v

V=_TS(x)dx

formula yordamida hisoblanadi.
2. Aylanma jismning hajmi. Ushbu
a<x<b
={O£ y < (%)
egri chiziqgli trapetsiyani OX o°qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan
aylanma jismning hajmi

Y =7zi[f(x)]2 dx
formula yordamida hisoblanadi.
Agar shu shaklning o°zi oy o‘qi atrofida aylantirilsa, u holda aylanma
jismining hajmi
V:Znid&hx
formula bilan hisoblanadi.
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3. Umumiy holda as<x<b, y,(x)<y<y,(x) tekislikni OX o‘qi
atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmi

V=r[ly2(0 - y2 (b

formula bilan topiladi.
4. Egri chiziq

x=X(t),

{y=y(t) (a<t<p)
parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin. Bunda x=x@) funksiya
uzluksiz hamda uzluksiz x'(t)>0 hosilaga ega, y) funksiya [«, ] da
uzluksiz,hamda vtee,s] da y@t)=0. Bu chizig bilan chegaralangan
shaklning ©X o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmi

V= nf y2 (O)x'(t)dt
formula bilan hiseblanadi.

9.8. O‘zgaruychi kuchning bajargan ishi
ox o‘gida shu o‘qsboylab .biror jism F=F(x) kuch ta’sirida
harakat gilayotgan bo‘lsin. Agar Fx)<Clab] bo‘lsa, F=F() kuch
ta’sirida jismni a nugtadan b nugtaga e‘tkazishda bajarilgan ish

A='l|1F(x)dx

formula yordamida hisoblanadi.

9.9. Statik moment. Og‘irlik‘markazi

Aytaylik, m massaga ega bo‘lgan m(x,y) - moddiy nuqgta berilgan
bo‘lsin. my va mx ko‘paytmalarga mos ravishda berilgan nuqtaning
OX va QY o‘glarga nisbatan statik mementlari deb ataladr:

Egri chizigning ox va oy o‘glarga nisbatan statik mementlari M,
va M, lar ham shu kabi aniglanadi hamda

MX:jym,My:jxm
0 0

formulalar yordamida hisoblanadi. Bu yerda di=./(dx)?+(dy)*> - yoy

differensiali, | esa berilgan egri chizig uzunligi.

Berilgan egri chizig og‘irlik markazining koordinatalari esa

N My N Mx
X:—, y:
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formulalar yordamida hisoblanadi.

9.10. Geometrik shakllarning statik momentlari va og‘irlik
markazi

Agar geometrik shakl
_Jasx<b
B {o <y<f(x)
egri chizigli trapetsiyadan iborat bo‘lsa, unda

M, =%i|:y2 dx, M, :%}:xydx

(o

bo‘ladi. Bu yerda s :Ty(x) dx - trapetsiyaning yuzi.

va

2 2
Misol. Ushbu Z—2+Z—2S1 (0<x<a, 0<y<b) sohani Ox, Oyo‘qlariga

nisbatan statik momentlari® va og‘irlik markazining koordinatalari
topilsin.
Yechish: Ellipsning to’rtdan bir qismi tenglamasini quyidagicha

yozib olamiz:
X =asint, OStSZ
y =bcost, 2
Unda
132 ab? 2 ab?
M. == |y?@)dx(t) = — [ cos® tdt = —
. 2!y() () 2{ Y.

V4

O o | Ny

M, =2
2

2 a’b
, x(t)y(t)dx(t) = a%b j sintcos? tdt = 5
0

Agar garalayotgan soha yuzi s zﬂ%b ekanligini e’tiborga olsak,
unda koordinatalar:

ga teng bo‘ladi.

MG6. Aniq integralga doir mashqgllar
1. Nyuton —Leybnist formulasidan foydalanib quyidagi integrallarni
hisoblang.
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o2 o v3 4 (1 2 3
1) _([(x +x° +5x* Jdx 2) K;+7+Fjdx
3) _T(\/;# X +4/x Jdx 4) j'(Ze"'X +3e% + 4e" Jx
5) j(z +3" + 4" )dx 6) j\/u xdx
7) j‘i/;dx 8) ]E(sin X +COsX)dx
¢ xdx
i e 10) jm N
11 2 dx 12 xdx
) _‘[ﬂ ) !(x2 +1)?
13) sz 55 14) I|1—x|dx
15) :|;|1+ X|dx _[ N
17) i(sin2x+c032x)dx 18) jsin2 2xdx

2. Aniq integralda bo’laklab integrallash formulasi yordamida
quyidagi integrallarni hisoblang.

1) j.xexdx 2) jxe‘xdx

3) jiixsin xdx 4) ixz In xdx
5) ]Zx3sin Xdx 6) %arcsinxdx
7) %arccosxdx 8) jsin In xdx
9) jarctg&dx 10) }eZX cosxdx

11) iarctg\/;dx
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3. Aniq integralda o’zgaruvchilarni almashtirib, quyidagi
integrallarni hisoblang.

1) jx\/1+ xdx 2) 'zf\/4—x2dx
1 xdx In2 =
3) J‘lm 4) !xfe 1dx
z 7
5 . 65 6 dx
) !sm 5 dx ) _J; T
t o dx 2 dx
) | —— 8
) £x+\/4—x2 ) !(x+3);

4. “Aniq integral yordamida quyidagi chiziglar bilan
chegaralangan yuzani toping.

1) x=y?, y=x* 2) y=x*, x+y=4

3) y=x*, —x+y=4 4) y=-x*, y=x-4

5) y=-x*, y=—x-4 6) y=sinx, y=cosx, x=0

7) y=sinx, y=cosx, x:% 8) y=—(x-2*-3, y=—x-8
2 2

9) y=2x*, y=5 10) £+ L -1

)y y ) %t

11) y=arctgVx, y+x*=0, x=1 12) y=e*"x=0, y=e
5. Quyidagi parametrik ko’rinishda sberilgan chiziglar bilan
chegaralangan shaklning yuzini toping.
1) x=12cost+5sint, y=5cost —12sint
2) x=a(t-sint), y=a(l—cost), 0<t<27 (Sikloida)vay=0
3) x=a(t-sint), y=a(-cost) Sikloidaning bir davri(orgasi) va ox o’q.
4) x=acos’t, y=asin’t (astroida)
5) r? =a’cos2p (lemniskata)
6) x=a(l-cosp) (kardioida)

7) x=cos't, y=sin‘t, Ogtggj
8) x=sin*t, y=cos’t, Ostggj

9) r= P ) (|¢)|S%

1+cosg

10) p=+r, (0<r<5)
11) r=2@+cosp), (r<1)
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12) r=a(l-sing), (—%S(pggj

6. Quyidagi egri chiziglarning yoylarining uzunliklarini aniglang.
1) y?=x* egri chizigning x=g to’g’ri chiziq bilan kesilgan qismining

uzunligi.
2) x* +y? =2 egri chiziging butun uzunligi.

3) x¢ + y —as egri chizigning butun uzunligi.

4) y*=(x+1)° egri chizigning x=4 to’g’ri chiziq bilan kesilgan
gismining uzunligi.

5) x=a(t—sint), y=a(-cost) Sikloida bir davrining uzunligi.

6) y=Inx ning x:% dan x:% gacha bo’lgan qismining uzunligi.

7) y=e* ning x=2 dan'x =e gacha bo’lgan qismining uzunligi.

8) r =ap spiral birinchi gajagi yoyining uzunligi.

9) r=—2°~ (|q)|§%}

1+cosg’

10) ¢=%(r+%), (1<r<3)

11) p=+/r, (0<r<5).
12) r=ae (Arximed spirali), 0 <p<27.
13) x=e'cost, y=e'sint, 0<t<Inz

14) r=acos3§, 03403%
7. Aylanish sirtlarining yuzalarini hisoblash. Quyidagi chiziglarni
Ox o’qi atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan ‘aylanish sirtlarining

yuzalarini hisoblang.

1) y=§ egri chizigning x=-3 dan x=2 gacha bo’lgan yoyi.

2) y=4+x egri chizigning x=2 to’g’ri chiziq bilan kesishgan qismi

2

3) x =§, y =4—% egri chizigning koordinata o’qlari bilan kesishgan
nuqtalari orasidagi gismi.
4) x> +y* =25

5) y=sinx egri chizigning bitta yarim to’lqini.
6) {x = a(t —sint),

sikloidaning bir davri,
y =a(l-cost)
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8. Quyidagi chiziglarni oy o’qi atrofida aylantirishdan hosil
bo’lgan aylanish sirtining yuzalarini hisoblang.

1) y= %xz ning y=15 to’g’ri chiziq bilan kesishgan qismi.

2) 4x* +y? =4 (ko’rsatma y ni erkli o’zgaruvchi deb olinsa, izlangan sirt
yuzi, S= nEJw—TWdy bo’ladi. So’ngra y= %sint o’rniga qo’yishni
tadbiq qgilinadi).

3) x:ln(ﬁ—\/yz——l), (§3y3§)

4 3

4) ax+2Iny=y?, et <y<e)

9. “Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuralarning
aylanishidan hosil bo’lgan jismlarning hajmlari aniglansin.
1) y?=2px va x=h,0Ox40’q atrofida.
2 :—z—g—zzl va y=+b, Oy 0’q atrofida.
3) xy=4, x=1, x=4, y=0, Ox 0°q atrofida.
4) y? =(x+4)* va x=0, Oy"o’q.atrofida.
5) y?=4-x, y=0, Oy 0’q atrofida.
6) (y-a)’ =ax, x=0, y=2a, Ox 0’q atrofida.
7) y=cosx Va y=-1, —z<x<z bo’lganda y=-1 to’g’ri chiziq atrofida.
8) y=x/-x, x=—4 va y=0, Oy 0’q atrofida:
9) y=sinx (bitta yarim to’lqinini), y =0, ©Ox 0’q.atrofida.
10) x*-y* =4, y=+2, Oy 0’q atrofida.
11) y=x?, y=4, x=2 to’g’ri chiziq atrofida.
12) x=a(t-sint), y=a(-cost) Sikloidaning bir davri, ox o’q atrofida

10. Fizika masalalari.
1) x=0, x=a, y=0 va y=b chiziglar bilan chegaralangan to’g’ri
to’rtburchakning Ox va Oy o’qlariga nisbatan inersiya momentlari
aniglansin.
2) x=2, y=x*Vva y=0 chiziglar bilan chegaralangan yuzning oy o’qqa
nisbatan inersiya momenti topilsin.
3) x=0va x+y=a chiziglar bilan chegaralangan uchburchakning ox va
Oy o’qglariga nisbatan statik momenti va og’irlik markazining

koordinatalari topilsin.
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(Ko’rsatma. Statik momentlar quyidagidan iborat M, = j xydy ,
0

M, =_Txydx.

: . . : M
Og’rlik markazining koordinatalari: x :Ty’ y, = NSIX, bunda s

C

shaklning yuzi).

4) Uzunlig 1 m, kesim radiusi 2 mm bo’lgan mis sig’imni 0,001 m
cho’zish uchun sarf etilgan ish hisoblansin.

5) y=4-x* va y=0 chiziglar bilan chegaralangan yuzning og’irlik
markazining, koordinatalari topilsin.

6) Balandligi H=2m, asosining radiusi rR=03 m ga teng konus
shaklidagi chuqurdan (konusning uchi pastga garagan) barcha suvni
tortib chiqarish uchun bajarish kerak bo’lgan ish hisoblansin.

7) Agar 5 kg kuch prujinani 25 sm ga cho’zsa, u holda prujinani 60 sm

ga cho’zish uchun gancha ish.bajarish kerak.
T

8) x=0, X=2, ¥y=0, yscosx chiziglar bilan chegaralangan figuraning

og’irlik markazini toping.

10-§. SONLI QATORLAR
Ushbu

a;,a,,a,, . &,
hagigiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lIsin.
Ta’rif. Quyidagi
a, +a,+a,+..+a, +. (1)
ifoda gator (sonli gqator) deyiladi.

(1) gator gisgacha ian kabi belgilanadi:

da,=a+a,+a+..+a, ..
n=1

Bunda a,,a,,a,,..a,,.. elementlar gatorning hadlari deyiladi. a, esa
gatorning umumiy hadi deyiladi. (1) gatorning hadlaridan quyidagi
A =a,,
A, =a +a,,

A, =a, +a, +a,,
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yigcindilarni tuzamiz. Bu yig‘indilar gatorning gismiy yig‘indilari
deyiladi.

(1) ogator berilgan holda har doim bu qatorning qismiy
yigindilaridan iborat ushbu

(ALALAL A A, ..

sonlar ketma-ketligini hosil gilish mumkin.

Ta’rif. Agar n—« da (1) gatorning gismiy yig‘indilaridan iborat
{A,} ketma-ketlik chekli limitga ega, ya’ni

IimAn =A

n—oo

bo‘lsa, u holda gator'yaginlashuvchi deyiladi.

Ta’rif. Agar n -« da (1) gatorning gismiy yig‘indilaridan iborat
{A,} ketma-ketlikicheksiz bo‘lsa yoki bu limit mavjud bo‘lmasa, u
holda (1) gator uzoqglashuvchi«deyiladi.
(1) gatorning birinchi »*ta hadini tashlasak, unda

a‘m+1 +a‘m+2 t.a= Zan

n=m-+1

gator hosil bo‘ladi. Bu gator (1) gatorning (« -hadidan keyingi) qoldig ‘i
deyiladi.

10.1. Yaqinlashuvchi qatorlar haqidagi teoremalar
Biror

ian:a1+a2+a3+...+an+... (1)

n=1

gator berilgan bo‘lin.
Teorema. Agar (1) gator yaginlashuvchi bo‘lsa, uningistalgan

a‘m+1 +am+2 +..= Zan

n=m-+1

goldig‘i ham yaginlashuvchi bo‘ladi va aksincha.

g + 8., +o= DA,

n=m+1

goldig gqator yaginlashuvchi bo‘lsa, berilgan (1) gator ham
yaginlashuvchi bo‘ladi.
Natija. Agar (1) gator yaginlashuvchi bo‘lsa, uning qoldig‘i

h=a,4 ta,» +..+a,, +..
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m— o da nolga intiladi.
Teorema. Agar (1) gator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
A gateng bo‘lsa, u holda

o0
D ca, =ca, +ca, +ca; +...+ca, +...
n=1

gator ham yaginlashuvchi va uning yig‘indisi ¢4 ga teng bo‘ladi (¢=0-
n ga bog‘liq bo‘Imagan o‘zgarmas son).
Teorema. Agar
iam =q+a,+a;+...+a, +...,

n=1

Db, =b, +b, +b; +...+b +...

n=1

gatorlar yaginlashuyvchi bo‘lib, ularning yig‘indilari mos ravishda A va
B ga teng bo‘lsa, i holda
i(an +by=(a, +b)+(a,+b,)+(a;+b;)+...+(a, +b,)+...

n=1

gator ham yaginlashuvehiwva'uning yig‘indisi A+B gat eng bo‘ladi.
Teorema (qgator yaginlashishining zaruriy sharti). Agar (1)
gator yaginlashuvchi bo‘lsa, lbu’gatorning a, umumiy hadi n—« da

nolga intiladi.
10.2. Sonli qatorlarning turlari

Qatorlarning tuzilishiga ko‘ra turlari quyidagilar:

1) barcha hadlarining ishoralari manfiy‘be‘lmagan gatorlar;

2) biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlarining ishoralari
manfiy bo‘lmagan gatorlar

3) barcha hadlarining ishoralari manfiy son yoki biror hadidan
boshlab keyingi barcha hadlarining ishoralari manfiy bo‘lgan gatorlar;

4) cheksiz ko‘p manfiy ishorali va cheksiz ko‘p musbat ishorali
hadlari bo‘lgan gatorlar.

10.3. Musbat qatorlarning yaqinlashuvchi bo‘lish sharti
Biror (1) gator berilgan bo‘lsin
iam =, +a,+a;+...+a, +....
Agar a,>0 (n=123,..) bo‘lsa, u holda (1) gator musbat hadli
gator yoki gisqacha, musbat gator deyiladi.
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Teorema. Ushbu ian musbat gator yaqginlashuvchi bo‘lishi

uchun uning gismiy yig‘indilari ketma-ketligi yugoridan chegaralangan
bo‘lishi zarur va yetarli.
Misol. iiz gator yaqinlashuvchidir.

n=1

Natija. Musbat gatorning gismiy yig‘indilaridan iborat ketma-
ketlik yugoridan chegaralanmagan bo‘lsa, gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

10.4. Musbat qatorlarni taqqoslash
Ikkita musbat ian va ibn gator berilgan bo‘Isin.

Teorema. n ning biror n, giymatidan boshlab barcha n>n, lar
uchun a, <b, tengsizliko‘rnli bo‘lsin. Agar a) ibn gator yaginlashuvchi

n=1

bo‘lsa, ian gater -ham yaqinlashuvchi bo‘ladi; b) ian gator

uzoglashuvchi bo‘lsa, ibn gator‘ham uzoglashuvchi bo‘ladi.

n=1

Teorema. Ushbu
|imz—”:k (0=k<0)

n—oo n

limit mavjud bo‘lsin. Agar a) k<« va ibn gator yaginlashuvchi bo‘lsa,
u holda ian gator ham yaginlashuvchi bo‘ladi;b) k>0 va ibn gator

uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda ian gator ham uzoglashuvchi bo‘ladi.

n=1

Natija. Agar ushbu

. a
Zn_k
lim,

n—o n

limit o‘rinli bo‘lib, 0<k<wx bo‘lsa, u holda ian va ibn gatorlar bir

n=1 n=1

vaqgtda yaginlashuvchi yoki bir vagtda uzoglashuvchi bo‘ladi.
Teorema. neN ning biror n, giymatidan boshlab barcha n>n, lar

uchun
a b

n+1 < n+1

a b

n n
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tengsizlik o‘rinli bo‘lsin. U holda, agar a) ibn gator yaginlashuvchi

n=1

bo‘lsa, ian gator ham vyagqginlashuvchi bo‘ladi; b) ian gator

uzoglashuvchi bo‘lsa, ibn gator ham uzoglashuvchi bo‘ladi.

n=1

10.5. Musbat qatorlarning yaqinlashuvchilik alomatlari

Koshi alomati. Musbat gator ian berilgan bo‘lsin. Agar neN

n=1

ning biror.n, (n, >1) giymatidan boshlab barcha n>n, giymatlari uchun
Va, <a<1 (3fa, >1)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, ian gator yainlashuvchi (uzoglashuvchi)

bo*ladi. _
Agar ushbu
limva, =k

n—oeo

limit mavjud bo‘lsa, u holda ian gator k <1 bo‘lganda yaqinlashuvchi,

n=l

k>1 bo‘lganda esa uzoglashuvehi bo‘ladi.
Eslatma. Agar ian gator uchun

n=1

limyva, =k=1

n—oo

limit o‘rinli bo‘lsa, qator yaginlashuvchi’ ham~uzoqlashuvchi ham
bo‘lishi mumkin.
Dalamber alomati. Agar neN ning biror/n, (n,>1) giymatidan

boshlab barcha n>n, giymatlari uchun

hSq<1 (ﬂzlJ
an an
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, ian gator yaginlashuvchi (uzoglashuvchi)
n=1
bo‘ladi.
Agar ushbu
- an+l
l[im——=d

n—o0 an

limit mavjud bo‘lsa, u holda d <1 bo‘lganda gator yaginlashuvchi, d >1
bo‘lganda esa gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
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Raabe alomati. Agar neN ning biror n, (n,>1) giymatidan
boshlab barcha n>n, giymatlari uchun

n[l—ﬂjzr>1 [n(l—ﬂjglJ
a, a,
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, ian gator yaginlashuvchi (uzoglashuvchi)

bo‘ladi. :
Agar

- a - a
Ilmn(l—”—“}R (Ilmn( ; —1J=RJ
n—oo an n—o ar1+1

limit o‘rinli bo‘lsa, R>1 bo‘lsa gator yaginlashuvchi, rR<1 bo‘lsa gator
uzoglashuvchi bo‘ladi.

Integral alomat, (Koshining integral alomati). Ushbu ian

musbat gator berilgan® bo‘lsin. Faraz qilaylik, [, +«) orali_qda
aniglangan, uzluksiz/o‘smaydigan hamda manfiy bo‘lmagan f(x)

n=1

funksiya uchun F(x):ff(t)dt boshlang‘ich funksiya va iafif(x)
bo‘lsa, u holda
|imF(x)=|imjf(t)dt

X—>0 X—©0 1

limit mavjud va chekli bo‘lsa (1) gater.yaginlashuvchi, limit mavjud
bo‘Imasa yoki cheksiz bo‘lsa (1) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

Gauss alomati. ian musbat hadli gator uchun
n=1

a
a

n =}t+%+ nél’zg (6, <&, >0)
n+1

bo‘lsa, u holda

a) 1>1 bo‘lsa gator yaqginlashuvchi;

b) 2<1 bo‘lsa gator uzoglashuvchi;

d) 2=1bo‘lib, »>1bo‘lsa gator yaginlashuvchi;

e) 2=1 bo‘lib, x<1 bo‘lsa gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

10.6. Garmonik gator

Ushbu
=1 1 1 1
D o=l S+ 4+ +
n N 2 3 n
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gator garmonik qator deyiladi va u uzoglashuvchi.

Ushbu

=1 1 1 1
D=l —
n:lna 20{ 30{ na
gator umumlashgan garmonik gqator deyiladi «>1 da qator

yaginlashuvchi va « <1 da uzoglashuvchi.

10.7. Ixtiyoriy hadli qatorning yaqinlashuvchiligi
Biror ixtiyoriy ian gator berilgan bo‘lsin.

Teorema. Ixtiyoriy ian gator yaginlashuvchi bo‘lishi uchun

n=1

Ixtiyoriy %0 son olinganda ham shunday n,eN son mavjud bo‘lib,
barcha n>n, va m=12,3.... lar uchun

|81 + 8+t Ayl <€

n+1

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

10.8. Qatorning absolyut va shartli yaqinlashuvchiligi
Ixtiyoriy ian gator berilgan, bo‘lsin. Bu gator hadlarining
absolyut qiymatlz;lridan quyidagi
S oy | =[] +[ay] +[as] + .. fay] + ..

n=1

gatorni tuzamiz.

Ta’rif. Agar i|an| gator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda ian
gator absolyut yaginlashuvchi deyiladi.
Ta’rif. Agar ian yaginlashuvchi  bo‘lib, i|an| gator

uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda ian gator shartli yaginlashuvchi

n=1

deyiladi.
Teorema. Agar i|an| qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda ian

qator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Eslatma. i|an| gatorning uzoglashuvchi bo‘lishidan ian

n=1

gatorning uzoglashuvchi bo‘lishi har doim kelib chigavermaydi.
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Dalamber alomati. ian gator uchun

n=1

=D

lim 2o

n—oo |an|

bo‘lsin. U holda ian gator D<1 bo‘lganda absolyut yaginlashuvchi
bo‘ladi.

10.9. Hadlarining ishoralari navbat bilan o‘zgarib keladigan
qatorlar. Leybnis teoremasi

Ushbu
c,—C,+cy—c, +.+(=D""c, +...
gatorni garaylik, bunda ¢, >0 (n=12,3..).
Odatda bunday gatorshadlarining ishoralari navbat bilan o‘zgarib

keladigan gator deyiladi.
Misol. Ushbu

gator hadlarining ishoralari navbat bilan o‘zgarib keladigan gatordir.
Teorema (Leybnis teoremasi).Agat.c, —c, +c, —c, +..+ ()" *c, +...
gatorda
cra<C  (n=24,28..)
tengsizlik o‘rinli bo‘lib,
|niﬁro'[]cn =0

bo‘lsa, ¢, —¢, +¢, —¢, +..+(-1)"*c, +... qator yaginlashuvchi bo‘ladi.
10.10. Yaqinlashuvchi qatorning xossalari. Riman teoremasi

1. Guruhlash xossasi. Biror ian gator berilgan bo‘lsin. Bu gator

hadlarini guruhlab quyidagi gatorni tuzamiz:

(8, +8, +..+8, )+ (8, +a, , +. )+ (1)
bunda n,,n,,... (n,<n, <...) lar natural sonlar ketma-ketligi bo‘lib, k »«
da n,6 — .

n+2

Agar ian gator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi A songa
teng bo‘lsa, u holda bu gatorning hadlarini guruhlashdan hosil bo‘lgan
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(1) gator ham yaginlashuvchi va uning yig‘indisi ham A songa teng
bo‘ladi.

2. O‘rin almashtirish xossasi. Ixtiyoriy ian gator berilgan

bo‘lsin. Bu gator hadlarini o‘rinlarini almashtirib, quyidagi

ia;:a{+a;+...+a;+.... (2)

n=1

gatorni tuzamiz. Bu (2) gatorning har bir a; hadi ian gatorning tayin

n=1

bir a, hadining aynan o‘zidir.
Agar ian gator absolyut yaginlashuvchi bo’lib, yig‘indisi A

songa teng bo‘lsa, u holda bu gator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy
ravishda almashtirishdan hosil bo‘lgan (2) gator yaginlashuvchi bo‘ladi
va uning yig‘indisi ham A songa teng bo‘ladi.

Teorema (Riman teoremasi). Agar ian gator shartli

yaginlashuvchi bo‘lsa,»u<holda“har ganday A (chekli yoki cheksiz)
olinganda ham berilgan qater«hadlarining o‘rinlarini shunday
almashtirish mumkinki, hosil beflgan‘gatorning yig‘indisi xuddi shu A
ga teng bo‘ladi.
M7. Sonli gatorlarga doir mashqgllar
1.Quyidagi gatorlarning umumiy.hadini toping.

1) +242 424
2 4 6 18
2)§+§+§+¥+°;
ST TR
4)1+ﬁ+ﬁ+\/T_0+m
5) 2+Z+i+ 2! + -
ﬁz ﬁ%% 1-2-3-4
6) 1+ =4+ =24 ..
1-3 1-3-5
5 13 35
Netstomet ™

2. Quyidagi qatorlarning n ta hadlar yig’indisi S,, topilsin.
1

1 1 1
1) sty Tt (2 n-1)(2n+1) T
1 1
Dttt GnoGmn T
3 5 24+1
3) 12 .22 + 22.32 + e + 712(71+1)2
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n n
4)E_|___|_..._|_3 +2 + ...
S % S h+1

) it set Tty

2. Quyidagi  qatorlarning
uzoglashuvchilikka tekshiring.

1) 0 001+\/0 001 + i/o 001 + 4/0,001 + ---

‘\’ Tl+1
4\/— \/— 2 n\/_

5)+++++

3. Taqqoslash belgisi yordamida gator yaqginlashuvchiligini

aniqlang
1)2 +5+ J; + 2+142----1
3 L34 7 g2t
2) 14+49 916+ +n2(n+1)2+
1 1
3)\/—_+\/§+ﬁ+ -+ _+1+---
D 1+— 4 —4—— -
25 35 n-5n- )
) E+_+ +1n(n+1)

zarurly

shartiga

ko’ra

4. Dalamber alomatiga asosan quyidagi_gatorlarni yaginlashishga

tekshiring.

1)E+f+i+i+...
3 9 27 81

2) 1+£+i+£+...

3) 1+£+£+

33
+_ S T
4)1 +22§,.5+2377.+
_+_ — :
5) 2 2 4 2:4-6 + 2'4-6'8

6) Z—n
2.5-8-...-(3n-1)
7 Zl 6-11-... (5n—4)

8) Z1 3-5-..-(2n-1)

3n n!

9) Z (2n+1)!

< (3n+4)3"
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2-5--...-(3n+2)
10) Z;‘ 2" (n +1)
5. Koshi integral alomati bilan quyidagi gatorlarni yaginlashishga
tekshiring.

6. Ishora51 o’zgaruvchi qatorlarning yaginlashuvchanligini tekshiring.
1

1) iz (DM =

2) Zn 1( 1)1

3) Toa(— 1>"+1"+2

4) S (-

5) Zn—l(_l)nﬁ/—z )

n—-1 2n+

6) Y- (-1t 2L

7) S (-1)n =t
(-1)"sinZ

8) x5, ——n

9) Zn 1( 1)\/E Inn

10)X - (=)t q/?

+1
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11-§. r" FAZO. r" FAZODA KETMA-KETLIK VA
UNING LIMITI.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar, ularning limiti va uzluksizligi
11.1. rR™ Evklid fazosi

m  ta hagigiy sonlar to‘plami R ning o‘zaro  Dekart

ko‘paytmasidan iborat ushbu
R™ = RxRx..xR={(X, X,,...X,); % €R, ..., €R}

to‘plam rR™ fazo (m o‘lchamli Evklid fazosi) deb ataladi.

11.2. rR" fazoda masofa va uning limiti.

R™ to‘plamda ixtiyoriy x=(x, %, %), Y= Yo Vo)  DUQtalarni
olaylik. Ushbu

P (X Y)Z (X~ YDP# (X = Yo)? + oot (X — V) = W/E(Xk ~y,)?

miqgdorga x va y nuqtalar orasidagi masofa deyiladi.
U quyidagi xossalarga ega:

1° p(x,y)=0 VA p(x,y)=0<x=Yy,

2° p(x,y) = p(y, X),

3°p(x.2) < p(x,Y)+p(y.2) (ZeR™).

11.3. R™ fazoda ketma-ketlik

Ushbu
f:N—>R"

akslantirishning tasvirlari (obrazlari) dan tuzilgan
X x@ x® L (x® = (P, x, L x) ne N)

to‘plam R" fazoda ketma-ketlik deyiladi vau {x} kabi belgilanadi.

11.4. r" fazoda ketma-ketlikning limiti

rR" fazoda biror XP3:x® x@ L x™ ketma-ketlik va
a=(a,a,,..a,) hugta berilgan bo‘lsin.
Ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢>0 olinganda ham shunday n,eN
topilsaki, ixtiyoriy n>n, uchun
p(xM, a)<¢
tengsizlik bajarilsa, a nugta {x”}| ketma-ketlikning limiti deyiladi va
limx® =a yoki n-o da x®™ -a

n—oo
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kabi belgilanadi.

11.5. Ketma-ketlikning yaqinlashuvchiligi

Ta’rif. Agar ™} ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u
yaqginlashuvchi ketma- ketlik deyiladi.
Misol. r™ fazoda ushbu

ketma-ketlikning limiti a=(0,0,...,0) ekanini ko‘rsating.
Yechish. Ixtiyoriy ¢ >0 sonni olaylik. Shu ¢ ga ko‘ra n, {@}1
&
ni topamiz.-Unda ixtiyoriy n>n,uchun

p(x™ a) :p((%,% ..... %),(0,0,...;))):\/(%—0)2 +(%-0)2 +...+(%—0)2 =

— /1 1 1 _|m +Jm 4J/m vm

Tyttt T e ==
n> n n n n ' n, {«/m} .
+

(¢

&
bo‘ladi. Demak, p(x,a) < .
Ta’rifga ko‘ra
[im x® = [im(

N—o0 n—>o0

1141
T gy _):(0,0,-..D):a
nn n
bo‘ladi.

Teorema. R"™ fazoda {x™}={x®«"

a=(a,a,,a,) gaintilishi:

..... x"}  ketma-ketlik

limx" =a

nN—oo

uchun bir yo‘la
limx” =2

n—>oo

limx” =a;

n—oo

limxw’ =a,

n—oo

bo‘lishi zarur va yetarlidir. Demak,
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Ilm Xl(n) =g

n—owo

C ()
) [imx” =4,
limx" =ae < =

n—oo

limx' =a,

nN—oo

11.6. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi

R™ fazoda biror M to‘plamni qariylik: McR™.

Ta’rif. Agar M to‘plamdagi har bir x=(x,,x,... x,) nuqtaga biror
goida yoki qonunga ko‘ra bitta haqgigiy son y (y<R) mos go‘yilgan
bo‘lsa, mto‘plamda ko‘p o‘zgaruvchili (m ta o‘zgaruvchili) funksiya
berilgan deyiladi va u

f (XX X)) = Y YOKI Yy = (X, Xy 00 X1)
kabi belgilanadi«"Bunda M —funksiyaning aniglanish  to‘plami,
X, X, X, - TUNKSIY@ argumentlari, y esa x,,x,,.., x, o‘zgaruvchilarning
funksiyasi deyiladi.

Masalan, f-R"-fazodagi har bir x=(x,x,...x,) nugtaga shu nugta
koordinatalari kvadratlarining yigindisini mos gqo‘yuvchi goida, ya’ni
fox=(x, % nd X,) > X2 +x2+..+X2
bolsin. Bu holda y=x*+x2+.%x? funksiyaga ega bo‘lamiz. Bu

funksiyaning aniglanish to‘plami m'= r™ bo‘ladi.

Misol. Ushbu

2 = /(1= X2 — y?)(sin® 2x + $in® zy)
funksiyaning aniglanish to‘plamini toping. Bu funksiya x va y larning
sin® x+sin?zy=0  (chunki -1-x*~y?<0)
bo‘ladigan giymatlaridagina aniglangan. Keyingi tenglikdan topamiz:
sinzx=0=>x=p
-, (p €eZ,ge Z).
sin“zy=0=y=q
Berilgan funksiyaning aniglanish to‘plami
M={(p,q)eR*:peZ,qeZ}
bo‘ladi.
Ayrim muhim ta’riflarni keltiramiz.

Ta’rif. M to‘plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi bo‘lsa, bunday
to‘plam ochiq to ‘plam deyiladi.
Masalan, ochiq shar ochiq to’plam bo‘ladi.
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Ta’rif. x’nugtaning istalgan sferik atrofi U_(x°) da M to‘plamning x° dan
fargli kamida bitta nuqgtasi topilsaki, x° nugta M to‘plamning limit nuqtasi
deyiladi.

Ta’rif. M e R™ to‘plamning barcha limit nuqtalari shu to‘plamga tegishli
bo‘lsa, M to‘plam yopig to ‘plam deyiladi.

Ta’rif. U° = {x eR™:p(x,0) < r}, (0=(0,0,...,0)) topilsaki, M cU°® bo‘lsa, u
holda M chegaralangan to ‘plam deyiladi.

11.7. Karrali limit

Ta’rif (Geyne ta’rifi ). Agar M to‘plamning nugtalaridan
tuzilgan, a ga intiluvchi har ganday {x™} (x™=an=12..) ketma-
ketlik olinganda ham mos {f (x™)} ketma-ketlik hamma vaqt yagona b
songa (chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, b son f(x) funksiyaning a
nuqtadagi limiti deb.ataladi.

Ta’rif (Koshi ta’rifi). Agar ixtiyoriy ¢>0 son uchun shunday s
>0 son topilsakiyushbus o< p(x,a)<s  tengsizlikni ganoatlantiruvchi
Ixtiyoriy xe M nugtalarda

() -b <&
tengsizlik bajarilsa, b son f ) funksiyaning a nuqtadagi limiti deb
ataladi.

Funksiya limiti

limfeo=b YoKi [im f(x,Xsn...x,) =b

X—a X1 —>8y
Xp—>ay

kabi belgilanadi.
Misol. Ushbu

x+ysin£, agar x=0 bo'lsa,

fx,y)=
0, agar x=0 bo'lsa.

funksiyaning (x,y) — (0,00 dagi limiti nolga teng ekanini ko‘rsating.
Ixtiyoriy >0 songa ko‘ra 5:% deb olinsa, unda o< p((x,y).(0,0)) <&
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha (x,y) nugtalarda

1f(xy)—0/=|x+ ysin1

X

<IM+|y|<2yx*+y* <26 =¢
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tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa Koshi ta’rifiga ko‘ra (x,y)— (0,0) da
berilgan
funksiyaning limiti O ekanini bildiradi:

lim f (x, y)—||m(X+ysm—) 0.

x—0 x—0
y—0 y—0

Ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢>0 son uchun shunday s >0 topilsaki,
ushbu p((x,y),(00)>s tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha (x,y)
nugtalarda

[f(xy)-b |<e
tengsizliksbajarilsa, b son f(x,y) funksiyaning x -,y >« dagi limiti
deyiladi va

limf(xy)=b

X—00
y—x

kabi belgilanadi.
Misol. Ushbu

(X2+y2)X2 2
lim
w50 1—cos(x* +y?)

y—=0

limitni hisoblang.

Awvvalo
X2 4+ v2
2 27y 2+4,2 2 27y 24,2 y x%y?
Iim(x +y )Xy —1im (X" +y)x%y _”mz—:
_ 2 2 2 2 2 2
20 1-cosix” +y7) 30 23|n2(x ;y) =00 sinz XY
x2+y2 2 x2+y2 g
—1: 2 2x*y? : 2 x°y*
= . =2 s .
lim 7| ey ~2limi ) - limsa
y—0 | SIN 2 y—0 | SIN y—0

ekanini topamiz. So‘ngra x=rcose,y=rsing almashtirishni bajaramiz.
Unda

2 2

4 2 =2
. r*cos” gsin® ¢ . s o o
lim— =lim ——~=limrcos psin“p=0
0 x> +y? 0 r’(cos’ p+sin®g) oo
y—>

bo‘ladi. Demak,

(X* +y?)x%y
leml cos(x? +y)

ya
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11.8. Takroriy limit
Faraz qilaylik, f(x,x,... x,) funksiya M to‘plamda (M cR™)
berilgan bo‘lib, a=(a,,a,,.,a,) nuqta shu M to‘plamning limit nugtasi
bo‘lsin. x,,X,,.., X1, X1 X, lar tayinlangan bo‘lib x, »a, da berilgan
funksiyaning limiti (agar u mavjud bo‘lsa) x,x,..x, o‘zgaruvchilarga
bog‘lig bo‘ladi:

|imf(xl,x2 ..... X)) = @i (%03 Xo v Xi gy Xisg e Xy )

o, funksiyalarda ham shunday mulohaza yuritib ushbu
lim lim -limf &%, xs,)

ni hosil gilamiz. Odatda bu limit f(x,x,... x,) funksiyaning takroriy
limiti deyiladi.
Teorema. _f(xy), funksiya M ={xy)eR?:|x—x|<a,|y—vo|<a,|
to‘plamda berilgan bo‘Isin.
Agar: 1) (xy) 2 (x.y)rda f(xy) funksiyaning karrali limiti
mavjud:
[imf (6y) =b;

X=X,
Y= Yo

2) har bir tayinlangan x da (harbir tayinlangan y da)
limfecy =00 (limf& =4(y))

Y—=Yo X—>Xg

limit mavjud bo‘lsa, u holda
limlimfesy=b  (limlimfey)=b)

X=Xy Y—>Yo Y=>Yo X%

takroriy limit ham mavjud bo‘ladi.
Misol. Agar f(x,y):% bo‘lsa, ushbu takroriy limitlarni

hisoblang.
Iim[limf(x,y)j va |im(|imf<x.y>j

X—>400 \ y—>+0 y—>+0 \ X—>+w0

Yechish: x ni o‘zgarmas desak y>o0 da x* y-ning funksiyasi
sifatida uzluksiz bo‘ladi, shu sababli
limx” =1

y—>+0

bo‘ladi.
y hing o‘zgarmas (y >0) giymatida, x ning barcha x>0 giymatida
xY x —hing
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funksiyasi sifatida uzluksizligidan
limx’ =+

y—>+w©

bo‘ladi.

. . x’ - 1 .1 1
Ilm(llm J=I|m—=llm5=5,

X—>+0 \  y—>+0 1+ Xy X—>+00 1+1

. . X’ . ] 1 .
Ilm(llm yJ=I|m lim——|=liml=L
y—>+0 \ Xx—>+w 1+X y—>+0 | x>+ 7_’_1 y—+0

Xy

12-§0KO‘P O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
UZLUKSIZLIGI

12.1. Funksiya uzluksizligi ta’riflari

Ta’rif. Agar x—a da, ya’ni
X, —>aq

X, —a,
da f(x)= f(x,X,x,) funksiyaning limiti mavjud bo‘lib,
lim.f () =1(a),

ya’ni
lim f (X0 X)) (a0, 1 @)
bo‘lsa, funksiya a=(a,,a,..,a,) nugtada uzluksiz deb ataladi.

Ta’rif (Geyne ta’rifi). Agar M to‘plamning nugtalaridan tuzilgan
a ga (aeMm) intiluvchi har ganday x| ketma-ketlik olinganda ham
mos {f(x‘“))} ketma-ketlik hamma vaqt f(a) ga intilsa, f¢) funksiya a
nugtada uzluksiz deb ataladi.

Ta’rif (Koshi ta’rifi). Agar ixtiyoriy £>0 son uchun shunday
5>0 topilsaki, p(x,y)<s tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha xem
nuqtalarda

[f)-f(a) [<e
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya a nuqgtada uzluksiz deb ataladi.
f(x)= f(x,X%,,.X,) funksiya argumentlarining orttirmalari
AX;, AX, ... AX,,
ga mos ushbu
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f(x)—f(a)=f(x,X,X,)— f(a,,8,,.,a,)=
= f(a, + Ax,, @, +AX,,..,a, +Ax) - f(a,,a,,.,a,)
ayirma f(x) funksiyaning a nuqtadagi toliq orttirmasi deyiladi va af (a)
kabi belgilanadi:

Af(a) = f(a, + Ax,, @, + AX,,.., &, +AX,)— f(a,a,,.,a,).

Quyidagi

A, f@="1(@a +Ax,8,,..4,)-f(a,a,,.a,),

A, f(a)= f(a,a, +Ax,,..a,)- f(a;,a,,..a,),

A, f@="f(a,a,,..a, +Ax,)-f(a,a,,..a,),

ayirmalaryf (x, x,..., x, ) funksiyaning a nuqtadagi xususiy orttirmalari

deyiladi.
Misol. Ushbu
_ Y
f(x'y)_x2+y2+5
funksiyaning ixtiyorly (x,¥5)eR®> nugtada uzluksiz bo‘lishini
ko‘rsating.

(x,,¥o) NuUQtaga ax,ay orttirmalar berib, funksiyaning to‘liq orttirmasini
topamiz:

Yo +AY Yo
(X0 +A)ZH (Y, +AY)? 45 X7 +y,” +5
_ (Yo "‘AY)(XO2 + 3/02 +5)— yO[(XO +AX) +(Yg + Ay)? +5]

[(% +A%)7 + (¥, +Ay)* +51(,° #Y,°+5)

Af (XO'yO): f(xo + AX, Yo +AY)_ f(Xo’YO):

bu tengliklardan
IimAf(XO'yo) =0

Ax—0
Ay—0

bo‘lishi kelib chigadi. Yuqgoridagi ta’rifdan berilgan funksiya (x,,y,)
nugtada uzluksiz bo‘ladi.

12.2. Xususiy uzluksizlik

Ta’rif. Agar Ax, -0 da funksiyaning xususiy orttirmasi A, f ham
nolga intilsa, ya’ni
lima, f=0 (k=12...m)

bo‘lsa, f(x,%,...x,) funksiya (x.x,..x,) nuqtada x  o‘zgaruvchisi
bo‘yicha uzluksiz deyiladi. Odatda funksiyaning bunday uzluksizligini
uning har o‘zgaruvchisi be ‘yicha xususiy uzluksizligi deyiladi.
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Teorema. Agar f(x,%,,...%,) funksiya (x°,x%,..x°)eM nuqtada
uzluksiz (barcha o‘zgaruvchili bo‘yicha bir yo‘la uzluksiz) bo‘lsa,

funksiya shu nuqtada har bir o‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy uzluksiz
bo‘ladi.

12.3. Funksiyaning uzilishi

Ta’rif. Agar
limf &, %, x,)=b= f(a,a,,.,a,)

X —>a

bo‘lsa, yoki

bo‘lsa, yoki f(x,x,..4%,) funksiyaning limiti mavjud bo‘Imasa, u holda
funksiya (a,,a,..,a,) nugtada uzilishga ega deyiladi.

12.4-Funksiyaning tekis uzluksizligi
Ta’rif. Agar ixtiyeriy &> 0'son uchun shunday s >0 son topilsaki,
M to‘plamning p((x, x,,...x ), (X)) < 5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
IXtiyoriy (x,,...x.)eM,(x,,...x,)eM nuqtalarda

deyiladi.
Misol. Ushbu
f(x,y)=ax+by+c

funksiyaning
M :i(x,y)eR2 (X <400,y <40, aeRbeR,ce R}
to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishini ko‘rsating.
Yechish: (x,y,)eM Vva (x,,y,) e M nugtalar uchun quyidagiga ega
bo‘lamiz
|f(X1’ y1) — f(x,, y2)| = |ax1 +by, +c¢—(ax, +by, +C)| =
= |a(X1 - X2)+b(Y1 - y2)| < |a|'|X1 - X2|+|b|'|y1 - y2|
Ixtiyoriy &>0 sonni olib, unga ko‘ra olinadigan s >0 sonda
X =X, <8, |y, —ya|< 6, (5:%,(1 = max(al, o))
shart bajarilganda
|f(X17X2)_ f (Y., y2)| < dqxl - X2|+|Y1 - y2|)< g+§ =&
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bo‘lib, ta’rifdan berilgan funksiya m da tekis uzluksizligi kelib chigadi.
Teorema (Kantor teoremasi). Agar f(x,%,..X,) funksiya

chegaralangan yopiq M to‘plamda (M <R) berilgan va uzluksiz bo‘lsa,
funksiya shu to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi.
M8. Ko’p o’zgaruvchili funksiyalarga doir mashglar
1. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping.
1) z=—"—

x+y

2)z=2

X

3)z=4—x2—y2

4) z = 1 2

16 9
5)z=xVx+y/y
6) z=vx+.y

__x y
2=+ s
x2+y?

8) z = arcsin

9z= [x—/y
10) 7 = 2

In (1;x2—y22)
11)z=In(;-=-1)
2. Ko’p o’zgaruvchili funksiyalarninglimitini hisoblang.

. 1+x2y2-1

1) lim Y2
x>0 x2%+y
y—0

. sin(x*y?

2) lim sin(x"y")
x—0 (x%2+y2)>2
y—0

_ 22 1222

3) lim THYIXTY”
x>0 1—cos (x2+y?)
y—0

_1
ext+yt

1
5) lim(1 + x2y?)x?+y?
y—0
2
6)1. (x+y)

x—-0 (x2+y?2)?
y-0

7) }Ci_r)r(l)(x2 + y?)sin
y—0

1
x%+y?
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sinx
8) lim =2
xao X
y-2

9) lim —
x—-0x+y
y—0

10) Jim,(1+2)*
y—-k

3. (0,0) nugtada quyidagi funksiyalarning uzluksizligini tekshiring.
1) f(x) =%%_1 , £(0,0) =2

2) fx,y) =22, £(0,0) =0

3) fxy) == *"y” , £(0,0)=0

4) fxy)'= 2+y f(0 0)=0
4. Quyidagi funksiyalarni uzilish nugtalarini toping.
1)z = lnw/x2 + y?
2) z = -
(x— y)
3) z= 1 2
1-x<-y
5.Takroriy limitlarni hisoblang.
1) Ushbu

=
f(xiy) - xzyz i (x_y)z
funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy limitlarini toping.

2) flx,y) = SEL 5= 0,y, = 0.

xZ2—xy+y2"’

2

3) fy) =2 % =0, =0.
4) f (x, )=%, xXo =0, y,=0.
5) f(x )-—y” X0 =0, yo =0.
6) f(x,y) = ;34, Xo =00, yp = o,
7)f(x)’)_1+y, xo—OO,y0=0.

8) flx,y) = Sln2 e

9) f(x,) = S‘”’”;"” ;X% =0, =0

10) f(xy) = . tg

Xog = 0, Yo = .

xo =20 = 00,
1+xy 0 » Yo
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13-§. KO‘P O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
HOSILASI VA DIFFERENSIALLARI

13.1. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari
f(x,x,..x,) funksiya ochiq M to‘plamda (M =R™) berilgan bo‘lib,
x2,x3,..x2)eM bo‘lsin. Bu funksiyaning x, (k=12,...m) koordinatasiga
shunday Ax, (k=1 2,...,m) orttirma beraylikki, (x°,x?,...x° +Ax,,...x
bo‘lsin. Unda funksiya
AX F = (X0, X0, X0 +AX, . X ) — (X, %2,..,x2)
Xususiy orttirmaga ega bo‘ladi.
Ta’xif. Agar Ax, -0 da ushbu
m%jjm F (XX, +Axk;).(,kx )— T (X0 X)
limit mavlud va chekli .bo‘lsa, bu limit f(x,x,..,x,) funksiyaning
x2,x3,...x%) nugtadagi x, o‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy hosilasi
deyiladi va

OX, X,
belgilarning biri bilan belgilanadi. Demak,
of . Ax
—= k=12,...m).
OX, IAXILTJ AX, ( )
Misol. Ushbu
f(x,y)=e""
funksiyaning (2,2) nugtada f,, f; xususiy hosilalarini hisoblang.
Ta’rifdan
(22 . f+Ax2)-f(22) . e¥d2_g¥?
— —lm " =lim—— =~
Ax—0 AX—0
. e4+AX _e4 . e4(eAX _1) - eAX _1 .
IA!(ETO-‘ AX IA!([](;] AX IA!HO AX
Xuddi shunga o‘xshash,
22 . fR2+A)-f(22) ,. e"¥_eg'
—==|im =lim—-—=¢".
8y Ay—0 Ay Ay—0 Ay
Demak,

(22 . @D _ .
x ey
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13.2. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali
Ta’rif. Agar f(x,x,..x,) funksiyaning (x°,x%,...x°) nuqtadagi
AfF(x2,x2,..x°) orttirmasini
AF (X, X3, X2) = AAX + AAX, +..t A AX +a, AX, + A, +..4+ 0, AX
kabi ifodalash mumkin bo‘lsa, f(x,x,...x,) funksiya (x%x2,...x°)
nugtada differensiallanuvchi deyiladi (bunda A, A, ..., A, lar Ax, Ax,,..., Ax,
larga bog‘lig bo‘lmagan o‘zgarmaslar, «,,a,....«, lar esa Ax,Ax,,.., Ax,

larga bog‘liq va AX, = 0,AX, = 0,..., AX,, = 0 da
a, = 0,a, 20,.,a, >0(Ax =AX, =..=Ax, =0) bo‘lganda ¢, =a,=..=a, =0
deb olinadi):

Misol. Ushbu

f(xy)=x"+y’

funksiyaning ixtiyoriy (x,,y,) € R* nugtada differensiallanuvch ekanini
ko‘rsating.

Berilgan funksiyaning”. (x,.y,) hugtadagi to‘la orttirmasini
topamiz:

AT (X, Yo) = T (%o + 4% Yo +AY) = FOG¥0)= (% +AX)° + (¥, +4Y)* —(Xg +Y5) =
= 2X,AX #2Y, Ay +AX* + Ay,
Agar A =2x,,A, =2y,,a, = A ay=Ay deyilsa, unda
Af (X,,Yo) = AAX+ AAY + o, AX+ a, Ay

bo‘ladi. Bu esa Dberilgan funksiyaning (x,.y,) hugtada
differensiallanuvchi ekanini bildiradi.

Ta’rif.  f(x,%,.x,) funksiya orttirmasi, / af(x’,x%,...x°) ning
Ax,, AX,,.., AX, larga nisbatan chizigli bosh gismi

oF
AX

m

AAX + AAX, +...+ A AX,, :%Axl +iAx2 +..+

1 2 m

f (X, %, X)) TUNKSIyaNing (x°,xJ,...x%) nugtadagi differensiali deyiladi
va df yoki df(x’,x?,...x%) kabi belgilanadi.
Demak,
of of of
df(xf,xg,..,x,‘;):gdxl+gdx2+...+ax dx. (A, =dx,,....AX, =dX_).

1 2 m
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13.3. Taqribiy hisoblashda to‘liq differensialning tadbig‘i
Faraz qilaylik, f(x,x,,..x,) funksiya ochiq M <Rr" to‘plamda
berilgan bo‘lib, (x*,x,..x°) eM nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U
holda
AF (X0, %3, x2)=df (x2,x3,..,x2) +0(p)
bo‘ladi. » —»o0 da

Natijada ushbu
AF (X0, %3, x2) = df (x0,x3,..,x2)
tagribiy fermulaga kelamiz. Uni

of of
AF (X0, X9, X0 ) & — AX, +——AX, +...

AX,
29 X, X,
yoki
f(X) +AX, X5 + AX X0 + AX ) = (xf,xg,..,xﬁ)+%Axl+%sz+... o AX,
1 2 m

kabi yozish ham mumkin:

Misol. Ushbu
a=1,02"
migdorning tagribiy giymatini toping. Berilgan miqdorning taqribiy
giymatini topish uchun

F(x,y) =%

funksiyani garaymiz. Bu funksiya (1,3) nugtada differensiallanuvchi.
Demak,

Af (13) = 8f§(,3) ax+ T3 o0 o).
Endi ax=0,02,Ay =001 deylik: Unda
Af (1,3) ~ o (1.3) AX + o3 Ay
OX
bo‘lib

f(1+0,023+0,0D) - f(L3) ~ y-x*" - Ax+x’ Inx- Ay|

bo‘ladi. Bundan
f(1L,02;3,00) - f(13) ~3-1-0,02 +1-In1-0,01 = 1,02*" -1~ 0,06 =102 ~1,06.

Demak,

x=1,y=3,Ax=0,02,Ay=0,01

a=102""~1,086.
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13.4. Yo‘nalish bo‘yicha hosila
Ta’rif. | chizigdagi (x,y) nugta I chiziq bo‘ylab (x,,y,) nuqtaga
intilganda ushbu

f (X y) = (X, Vo)
P((Xo, Yo): (X, ¥))
nisbatning limiti mavjud bo‘lsa, bu limit f(xy) funksiyaning (x,,y,)

nugtadagi 1 yo‘nalish be ‘yicha hosilasi deyiladi va

of (X0, Yo)
ol
kabi belgilanadi. Demak,
o _ . f(Xy)— (% Yo)
al (vaI)L[Xro]vYO) P((Xo, Yo) (%, Y))
Teorema. Agar  f(x,y) funksiya (x,y,) nhugtada

differensiallanuvchi bo®lsa, u holda funksiya shu nuqtada har ganday |
yo‘nalish bo‘yicha hosilaga ega va
o (Xos¥o) _ X5 Yo)

ol X

COSx +

of (X, ¥o)
o cosp

bo‘ladi.
Eslatma. Funksiyaning /differensiallanuvchi bo‘lmagan nugtada
ham yo‘nalish bo‘yicha hosila‘mavjud.bo‘lishi mumkin.

13.5. Murakkab funksiyaning hosilasi

Teorema. Agar

X =@ (bt b)),

X, =0, (4,1, ),

X = @ (t, 1, 1)
funksiyalarning har biri °,t,...t°) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib,
f (%, %, X,) funksiya esa mos (x°,x?,...x%) nugtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda murakkab funksiya ham (.t,...t°) nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lib,

E:

o))

=

0X, of  ox,
—=+...+ .
X ot,

O,
o, ox, ox. ot
0%,
a,

m

E

N o o, of  ox,
ox, ot, ox. ot

2R 2|

R

1

ox, of ox, of ox

m

o,

3

ot ox, ot, | ox

2R
1 :
e
+
+

147



Matematik analizdan gisqa kurs

bo‘ladi.
Misol. Ushbu

u = f(x,xy,xyz)
funksiyaning xy,z argumentlar bo‘yicha hosilasini toping.

Yechish: Bu funksiya xy,z o‘zgaruvchilarning murakkab
funksiyasi: u=f(x,x,,x;), bu yerda x,=x x,=xy, X, =xyz,u=f(x,%,X,;)
funksiyaning x,,x,,x, argumentlar bo‘yicha hosilasi f,, f,f, bilan
belgilaymiz.

Bu funksiyalar argumentlari ham xuddi f funksiyaning
argumentlaridek yuqgoridagi formulani qo‘llab quyidagiga ega
bo‘lamiz:

ou : : :
o= ey 1oy
au > :

a: fz-x+ f3xz

ou )

= =1f xy.

e f xy

13.6. Funksiyaning yuqori tartibli xususiy hosilalari

f(x, % X,) funksiya ochig< M (M cR™) to‘plamda berilgan
bo‘lib, uning (x,.x,... x,) nuqtasida f;;f;,...f; xususiy hosilalarga ega
bo‘lsin. Ma’lumki, bu xususiy hosilalar x,.x,..., x, larga bog‘lig bo‘ladi.

Ta’rif. £, f,,....f larning x, (k=1 24..m) o‘zgaruvchisi bo‘yicha
xususiy hosilalari berilgan funksiyaning fikkinchi tartibli xususiy
hosilalari deyiladi va

fo ot (k=12..m)
yoki
2 2 2
ailaik’aiaik """ afm;xk (k=12,..m)

kabi belgilanadi. Demak,

0% f , o ,of
o e T (G0
1 k k 1

o f _ 2

" 8f
= fxzxk - ( )!
OX,0X, OX, OX,

O°f _ e _ 0 o
ox ox, ™ ox, ox,
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Teorema. f(x,y) funksiya ochig M (M cR?) to‘plamda berilgan

bo‘lib, shu to‘plamda — o ha da &F 2 aralash hosilalarga ega
ox oxdy ' dyox

bo‘lsin. Agar aralash hosHaIar (%, Yo) € M nugtada uzluksiz bo‘lsa, u
holda shu nuqgtada
Of *(Xo. o) _ 0 (Xo, ¥o)
OXoy OYyOX

bo‘ladi.
Misol. Ushbu F=f(x+y,x*+y?) funksiyaning ikkinchi tartibli

xususiy _hosilasini toping. Quyidagi almashtirishni bajaramiz:
U=X+Yyu¥=x+y?

u_ 0% ou_y ot
ox oxt oy oyl
2 2
N 0V N oy 0V
OX X oy oy
o’u .0
OXoy ox 0y
2 2
o (T yadif r o o
OX ou ou
2 2E 2 2
:(i+2xﬁj FipdP L OF . faelF 4y 0 E+26—F,
ou ov ou ouov ov ov
2
0°F (1 i Zygj E + 0% 2%:
oy° ou ou ov
2 2E 2E 2E
:(ﬁ+2ya] FepF _OF - +4ya 4y28 28—':
ou ov oV  ou ouov ove ov
2
oF :(1-i+2xij[l i+2y ajF Oﬁ Oﬁ:
oxoy ou ov ou ov ou ov
0°F 0°F 0°F 0°F 0°F 0°F 0%F
= +2 + 2X +4x = +2(x + +4x
ou’® yauav ov? yé’v2 ou’® (x+) ouov yav2

13.7. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari

Faraz gilaylik f(x,x,,.x,) funksiya (x,x,,...x,)eR™ nugtada ikki
marta differensiallanuvchi bo‘lsin.

Ta’rif. f(x,x,,...x,) funksiya (x,x,...x,)eR™ nuqgtada n marta
differensiallanuvchi  bo‘lganda, shu nugtadagi (n-1) tartibli
differensiali d"*f ning differensiali berilgan f(x,,x,..,x,) funksiyaning n
-tartibli differensiali deyiladi va u d"f kabi belgilanadi. Demak,
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d"f =d(d"*f).

13.8. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi

f(x, %, X,) funksiya rR™ fazoning (x°,x¢,...x°) nugtasi atrofida
n+1 marta differensiallanuvchi bo‘lsin. Ushbu formula

of of
f (X0 Xy yee X, ) = f(xl",xg,..,xr(;)+&l(xl —x1°)++§2(x2 —X9)+..t

of 1,0 0 0
o (Xm_Xr?1)+5(&(xl_xf)+g(xz_Xg)+"'+ax (>(m—xr?1))2f+

m - 1 2 m

+...+£I(i(xl — X))+t 0 (X, —xN"f +R (f),

1 m

1 0 oy O 0 0 0 yyn+l
R = i O )+ 5 G =) S O )

ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi, R,(f) esa Teylor

formulasining goldighadi deyiladi.
Misol. Ushbu
fxy) =x’
funksiyaning n=3 bo‘lganda“(x,y,) =) nuqta atrofida Teylor
formulasini yozing.
Bu holda f(x,y) funksiyaning Teylor formulasi quyidagicha
bo‘ladi:

0
f(XaY)—f(X07y0)+(a (x— Xo)"'ay(y YO)Jf'F

1 *1(e6 ’
5(—0(— o)+—(y YO)J f+§(6—(x Xo)+— (y—yO)j f+R,(f)

funksiyaning (1,1) dagl giymati f@1=1.
Endi  f(x,y)=x funksiyaning xususiy hosilalarini_va ularning

(1,1) nugtadagi giymatlarini topamiz:
A _ o QD

- ] = 1!
OX OX
a_ x” Inx, oAy _ 0,
oy
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o* f L, 0%f(l
o’ = y(y-)x"7, #:0

2 2
o1 =x""+yx’Inx, oLy =1,
oxoy X0y

2 2
0 I =x"In%¥x, 0 f(}l):o,

T gy, T
8X3 ' ax3 !

3 3
821‘ =QRy-Dx" 2 +y(y-Dx’*Inx, 0 f2(1,1) -1,
OX ay X 8y

3 3
#:ZXV‘1 In x + yx*™*(In x)?, 0 f2(1,1) =0

X By 2ox
3 3
%ZXV(IHX)S, a f(gl'l) = 0.
oy oy

Natijada

AN Yo) (y_y g4 T o ¥o)
Ox

f(X,y) =5, Y,) + (Y—Yo)+

1% F 00 Y0) (o 2P0 Y0) vy gy, OO0 Ye) (e
+2 x> (X Xo) +2 axay (X Xo)(y y0)+ ayz (y yO) +
PO Y) et T (i ey -y

6 ox®

53f(XO,YO) _ _ 2 63f(x0,y0) 3 _=
+36x—8y2(x Xo) (Y—Yo) ++—8y3 (Y= Yo) 1+ Ry () =

1+1(x—1)+O-(y—1)+%[0(x—1)2 +2-A(x-D(y=1) +0- (y-1)2]+
+%[O-(x—1)3+3-1-(x—1)2(y—1)+3-0-(x—l)(y—1)2 Oy -1)°]+Ry(f) =
=1+(><—1)+(x—l)(y—1)+%(x—1)2(y—1)+Rg(f)
bo‘ladi. Bu berilgan funksiyaning Teylor formulasidir.

13.9. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremum qiymatlari

f(x,,%,. X,) funksiya ochig M(M cR™) to‘plamda berilgan bo‘lib,
x,x0,..x°) eM bo‘lsin.

151



Matematik analizdan gisqa kurs

F (X XX ) < F XX (F O XX ) = £, %0,...x0))
bo‘lsa, f(x,%,...x,) funksiya (x°,x%,....x2) nugtada maksimumga
(minimumga) ega deyiladi, f(x?,x3,..x%) qiymat esa f(x, X,,... X,)
funksiyaning maksimum (minimum) giymati deyiladi. U

P0G X X) = maxX L O X X0)}

(Xl,...,Xm)EU,;

(Fx0 x5, x0) = min {fF X%, %00 3).

(X eeerXi )€U 5
kabi belgilanadi.
Teorema. Agar f(x,x,...x,) funksiya x3,..x%) nuqgtada
of of o

ekstremumga erishsa va shu nuqgtada barcha —,—..., Xususiy
ox,ox, " ox

m

=0, i=12..m bo‘ladi.

Teorema. f(x, X, X,) funksiya (x*,x%,...x%)eR™ nugtaning biror
U,(s >0) atrofida berilgan va ushbu shartlarni bajarsin:
1) f(x.%,.x,) funksiya®u, da barcha o‘zgaruvchilari bo‘yicha
birinchi va ikkinchi tartibli‘uzluksiz xususiy hosilalarga ega;
2) (x,x0,...x2) nuqta f(x... xq) funksiyaning statsionar nugtasi;
3) koeffitsientlari
02 F (X, X3, x?

_ r
a, = o x, (l,k—1,2 ..... m)

bo‘lgan

kvadratik forma musbat (manfiy) aniglangan.

U holda f(x,,x,...x,) funksiya (x°,x,...x°) nugtada, minimumga
(maksimumga) erishadi.

Agar kvadratik forma ishora saglamasa, f(x,y) funksiya
x2,x3,...x%) nugtada ekstremumga erishmaydi.

Ikki o‘zgaruvchili funksiyalar uchun bu teorema quyidagicha
bo‘ladi: f(x,y) funksiya (x, y,) nugtaning

U, = {(x,y)e R? :\/(x—xo)2 +(y-Y,)° <5}(5>0)

atrofida berilgan va atrofda birinchi, ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo‘lsin. (x,,y,) nuqgta f(xy) funksiyaning statsionar
nuqgtasi
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o Yo o (%0 ¥0) _
oX ' oy
va
0P (X0, Vo) L 0P (X Ye) L 02 F (X0, Vo)
a,; = 2 ,3-12——,3-22——2
OX OXoy oy
bo‘lsin.
1°. Agar

a,a,-a,>0 va a, >0
bo‘lsa, f(xy) funksiya (x,,y,) nugtada minimumga erishadi.
2°. Agar
a,a,-a>>0 va a,<0
bo‘lsa, f(xny) funksiya (x,,y,) nugtada maksimumga erishadi.
3°. Agar
a,a,, —a, <0
bo‘lsa, f(xy) funksiyadxs.y,) nugtada ekstremumga erishmaydi.
4°, Agar
a,ay —a5 =0
bo‘lsa f(x,y) funksiya (%, y,)hugtada ekstremumga erishishi ham,
erishmasligi ham mumkin. Bus*shubhali” hol go‘shimcha tekshirish
talab giladi.

Misol. Ushbu
f(x,y)=x%+y®-Baxy< (a#0)

funksiyani ekstremumga tekshiring.
Avvalo berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblaymiz:
of (x,y)
OX
of (x,y)
oy

= 3x* —3ay,
=3y’ —3ax.

Ularni nolga tenglab,
3x* —3ay =0,
{3y2 —3ax =0.
sistemadan berilgan funksiyaning statsionar nuqtalari (0,0) hamda (a,a
) ekanini topamiz.
Ravshanki,

2 2 2
0 gy T g, agx(axy,y):_ga_

(a,a) nugtada
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2 2 2
a, = 0 ;)((? 3) =6a, a, = 0 (;X(;;a) =-3a, a, _o't@a) f(?’ 3) =6a
bo‘lib,
a,a,, —a, =36a*-9a*=27a’ >0
bo‘ladi.

Demak, a>0 da a, >0 bo‘lib, garalayotgan funksiya (a,a) nugtada
minimumga, a<0 da a,, <0 bo‘lib, garalayotgan funksiya (a,a) nuqtada
maksimumga erishadi.

(0,0) nugtada

a,a,, —a, =36-0-9%=-9a° <0
bo‘lib, bu nugtada funksiya ekstremumga erishmaydi.

f(x,yrz) funksiya (x,,y,.z,)eR® nugtaning biror u, atrofida
berilgan va atrofda barcha birinchi, ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo‘lsin. (x,, y,.z,) nuqta f(xy,z) funksiyaning statsionar
nuqtasi

fx’(XO’yO’ZO) =0,
fy,(XO'yO’ZO) =0,
fz,(XO' yo’zo) =0,

va
a - a,, a4, aj
11 12
A1=a11’ A2=a a. | A3=a21 Ay Ay,
. 22 d;; Az Ay
bu yerda,

8y, = 2 (X6, Y01 20)s 85 = £ (X0, Vo Z), ag = 2 (i ¥ai o),
a, =ady = fx’;(XonmZo),: fy’;(Xano’ZoL Q3 =383 = fx,;(XO'ymZO)’: fz’;(XO’yWZO)’
Qs =y = 11(Xe, Yo, 20),= T2 (X1 Yo, 2Z5),
bo‘lsin.
1) Agar A -0 A >0, A >0 bo‘lsa, f(xyz2) funksiya (x,y, z,)

nugtada minimumga ega bo‘ladi.

2) Agar A <0, A, >0, A,<0 bo‘lsa, f(xy,z) funksiya (x, Y, z,)
nugtada maksimumga ega bo‘ladi.

3) Agar 1) va 2) guruhdagi shartlarning birortasi bajarilmasa
go‘shimcha tekshirish talab gilinadi.
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14-§. OSHKORMAS FUNKSIYALAR

x va y o‘zgaruvchilarning F(x,y) funksiyasi uchun ushbu
F(x,y)=0
funksiyasini garaylik.

Teorema. F(x,y) funksiya (x,,y,)eR?* nuqgtaning biror
Uhyk((xo,yo)):{(x,y)eRz:xO—h<x<x0+h,y0—k<y<y0+k} (h>0,k>0) atrofida
berilgan va quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) U, ((%,Yo)) da uzluksiz;

2) x¢0°zgaruvchining (x, -h,x, +h) oraligdan olingan har bir tayin
giymatida y‘e‘zgaruvchining funksiyasi sifatida o‘suvchi;

3) F(meo):o-

U holda (x,, y,)’nugtaning shunday

U (o)) = {06Y)E R 1 Xy~ <X <X +8,Yy —£ <Y < Yo +5)
atrofi (0< s <h,0<&<ky topiladiki,

1) ixtiyoriy xe (%, — 0,44 ), uchun F(x,y)=0 tenglama yagona y
yechimga (y e (y, - ¢, Y, +¢))/€da, yani. F(x,y) =0 tenglama yordamida

X=> Y F(xy)=0
oshkormas ko‘rinishdagi funksiya aniglanadi.

2) x=x, bo‘lganda unga mos kelgan y=y, bo‘ladi, ya’ni
F (X, ¥0) =0;

3) oshkormas ko‘rinishda aniglangan

X—>Vy:F(xy)=0
funksiya (x, -4,x, +5) oraliqda uzluksiz bo‘ladi.

Teorema. F(x,y) funksiya (x,,y,)eR® nugtaning biror atrofi
U(x,.Y,) da aniglangan bo‘lib, quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1°. F(x,y) funksiya u da n marta uzluksiz differensiallanuvchi (
n=12..);

20- F(Xo’yo):O;;

3% F, (X, Y,) #0.

U holda shunday 1 cu(x,.y,) atrof va bu atrofda f(x) funksiya
mavjud bo‘lib,

(=1, x1;1, ={X€ R:|x—xo|<a},ly ={ye R:|y—y0|<ﬂ})
Ixtiyoriy (x,y)e1 larda

1) Foxy)=0 @ y=1(x);
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2) f(x) funksiya 1, da n-marta uzluksiz differensiallanuvchi va
1-tartibli hosila uchun
£ = F (x F ()
F, (x, £ (X))
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Ushbu
{Fl =F,(x,y,u,v) =0, (1)
F, =F,(x,y,u,v)=0
tenglamalar sistemasini garaylik.
Misol. Ushbu
F(x,y)=x>+y*=Iny=0 (y>0)
tenglama oshkormas funksiyani aniglaydimi?
y>—Iny ayirma har doim musbat bo‘ladi:
y>—Iny>0.
Shu sababli x o‘zgaruvehining (-«,«) dagi hech bir giymatida
X*+y*-Iny=0
tenglik bajarilmaydi.“.Binobarin, berilgan tenglama oshkormas
funksiyani aniglamaydi.
M9. Ko’p o’zgaruvchili funksiyalar differensialiga doir mashqlar
1. Quyidagi funksiyalarning xususiy.hosilalarini toping.
1) z = 2x%y — x3 —y3
2) z = 5
3) z=(5xy* —x3+6)3

4) z=x*t—t*x+5
y

. X
5) z = sin=- cos =
x y

6) u = yx +xz + zy

Nu=2+7+-

Bu=()

9) f(x,y) = x2 +y2 +/x2 +y% f' (43), f',(4;3) lami toping.
10) f(x,v) = |xy +§; .2 1), f,(2;1) larni toping.

11) z = In(e* + e¥) bo’lsa, g—i + Z—; = 1 o’rinli ekanligini isbotlang.
12) z=x ln% bo’lsa, xZ—z + yg—; = z tenglik o’rinli ekanligini

ko’rsating.
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2. Quyidagi funksiyalarning differensialini toping.
1) fx,y) = x*y®

2) z :%
3) f(x,y) = yVx
4) z =/x3+y3
5) z = 2%

6) f (x,y) = Iny/x? +y?

7) f (x’ y) — esinx+cosx

92=().

y
9) f(x, y) Zesine)

10) f(x, y)= arc tg%+ arc tg%

3. Quyidagi migdorlarning tagribiy giymatini toping.
1) (0,95)104

2) (1,05)%%¢

3) 1,952 - ¢%1

4) sin 1,59 - tg3,09

5) sin59° - arctg0.05

4. Quyidagi funksiyalarning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini
toping.

1) z=x3+x%y+y3

2) z = arctg%

3)z= arcctgg

z=sin(:-2); (Z+2) -z=-(2-2)" 7 ekahi tekshirilsin.

5) z = arctg(2x — £); 2% + 2% — ¢ ekani tekshirilsin
, g ’ 9x2 dxat )
6) z ==
1-2y
7)z ==L
xX—y
8)z=ev

5. Quyidagi funksiyalarning ko’rsatilgan tartibdagi differensiallarini
toping.

1) f(x,y) =x*+y*>+5xy + 6,2, d*f

2) f(x,y) = sinxy + coxy, d?*f

3) f(x,y) = 5x3 + 5y3 + 25xy, d3f

4) f(x,y) = sin(x* +y*), d*f

5) f(x,y) = e, d'°f
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6) f(x,y) = In (xy), d*f

6. Quyidagi funksiyalarni ekstremumga tekshiring.
1) z = 2xy — 3x% — 2y* + 10

2) z=4(x —y)—x* —y*
z=x*+xy+y*+x—-y+1
4)z=x3y*(12—x—y),(x >0,y > 0)
5)z=x3+y3—3xy

6) z = x* + y* — 2x? + 4xy — 2y?

7 z=x*+(y—1)>

8) z = 2x* + y* — x? — 2y?

7. Quyidagi, oshkormas ko’rinishda berilgan funksiyalarning birinchi
va ikkinchi tartibli oshkormas hosilalarini toping.
D) F(x,y) =x—y+Iny=0

2) F(x,y) =x*—-2xy+9?’+x+y—-2=0

3) F(x,y) = xe?#~ylnx =8 =0

4)F(x,y) =e” + x%e7¥ = 2x =0

5) F(x,y) = x%Ilny — y2lnx =0

8. Quyidagi funksiyalarning berilgan sohadagi eng katta va eng kichik
giymatlarini toping.

1)z =x%-y?

2)z=x*+2xy—4x+8y, 0<x <, 0 < y<2
3)z=e Y (2x2 +3y2), x2 +y2 <4

4) z=x*>+vy%*—12x + 16y
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15-§. FUNKSIONAL KETMA-KETLIKLAR VA
QATORLAR

15.1. Funksional ketma-ketlik va qatorlarning yaqinlashuvchiligi
Faraz qilaylik, har bir natural neN songa x to‘plamda aniglangan
f,(x) funksiya mos kelsin. U holda
£,(X), £, (s f, (X
ketma-ketlik hosil bo‘lib, bu ketma-ketlik funksional ketma-ketlik
deyiladi. Funksional ketma-ketlik {f,(x)}, uning umumiy hadi esa f,(x)

kabi belgilanadi.
Ta’rifs Agar {f,(x,)} sonlar ketma-ketligi yaginlashuvchi

(uzoglashuvchi) bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik x, nuqgtada
yaqginlashuvchi (uzeglashuvchi) deyiladi, x, nugta esa bu funksional
ketma-ketlikning‘yaqinlashish (uzoglashish) nuqtasi deyiladi.

(.00} funksional ketma-ketlikning barcha yaginlashish

nuqtalaridan iborat “to‘plam “ketma-ketlikning yaginlashish sohasi
deyiladi. {f,(x)} funksional’ketma-ketlikning yaginlashish sohasi m da

aniglangan ushbu
f:x—=>]imf. (¥ (xe M)

n—o0

funksiya, {f,(x)} ketma-Kketlikning limit funksiyasi deyiladi. Demak,
lim f. () = f(x) (xeM).

15.2. Funksional ketma-ketlikning tekis'yaqinlashuvchiligi
Biror {f (x)}:
f,(X), £, (s £ (K)o
funksional ketma-ketlik berilgan bo‘lib, M esa bu funksional ketma-
ketlikning yaginlashish sohasi va f(x) limit funksiyasi bo‘Isin:
lim f. () = f(x) (xeM).

nN—oo

Ta’rif. Agar ixtiyoriy >0 son olinganda ham shunday n, e N
topilsaki, ixtiyoriy n>n, vabarcha xewm lar uchun
[f,(0)-f(X)|<e
tengsizlik bajarilsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik M to‘plamda f(x)

da tekis yaqginlashadi (funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchi)
deyiladi.
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Demak, bu holda ta’rifdagi n, natural son fagat ¢ ga bog‘lig
bo‘lib, x larga bog‘lig bo‘Imaydi.
{f,(x)} funksional ketma-ketlik f(x) ga tekis yaqinlashuvchiligi
f (x)= f(x) (xeM)
kabi belgilanadi.

15.3. Funksional ketma-ketlikning notekis yaqinlashuvchilgi

Ta’rif. Agar ketma-ketlik ixtiyoriy >0 va barcha x lar uchun
umumiy n, topish mumkin bo‘lmasa, ya’ni ixtiyoriy neN olinganda
ham shunday ¢, va x, eM topilsaki,

[f,(0)-f(X)|<e
tengsizlik ‘bajarilmasa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik M to‘plamda
f(x) ga notekis yaqinlashadi deyiladi.

Bu holda ., natural son ¢ ga bog‘lig bo‘lishi bilan birga
garalayotgan x gaham bog‘lig bo‘ladi.

Teorema. {f, (x)} funksional ketma-ketlikning M to‘plamda limit
funksiya f(x) ga tekis yaginlashishi uchun

limSUpjf. ()% f()[=0

nN—ow  yeM

bo‘lishi zarur va yetarli.
Misol. Ushbu
nx+ x* +n?

f (X)=
(%) x? +n?

funksional ketma-ketlikni tekis yaqginlashuvchilikka tekshiring.
Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi
nx+ x> +n’0

(0<x<1

fX)=limf.X)=limMm———=1
) Inlfp () InLrp x? +n?
bo‘ladi. Endi
nx+ x? +n? | nx | nx
f )= fool=XE2 0 g -
00— F () x? +n? 4 |x2+n2| X2 4+ n?

ning supremumini topamiz. Ravshanki, [o0,1] da
sup|f, (x) — f (x)| =sup an - =Mmax—;
X" +n X" +n
bo‘ladi. Agar x<[0,1] van>1 da

nx ) n(x®+n’)-nx-2x  n*-nx> n(n?-x?)
2, 2| 2 . 2v\2 = 9w 2 22 >0
X“+n (X“+n%) (xX*+n%)°  (x“+n9)

2
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nx

ckanligini e’tiborga olsak, unda [0,1] da ning o‘suvchi ekanligini

x> +n’
va [0,1] da o‘zining teng Kkatta giymatini x=1 da gabul qilishini
aniglaymiz.
Demak,
max nx n

x> +n? 1+n?’

Shunday qilib, berilgan ketma-ketlik uchun
sup|f, () - f(x)|=

0<x<1 1

n
+n?
bo‘lib, undan

limsup|f,(x) - f(x)|=0

N—%©  o<x<1

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, berilgan ketma-ketlik [0,1] da tekis
yaginlashuvchi.

15.4. Fundamental ketma-ketlik. Koshi teoremasi

Ta’rif. Agar ixtiyoriy.£ >0 son olinganda ham shunday n, e N son
topilsaki, n>n,,m>n, bo‘lganda ixtiyoriy xe X uchun
[, ()= f(X) <&
tengsizlik bajarilsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik x da fundamental
ketma-ketlik deyiladi.
Teorema (Koshi teoremasi). ‘{f, (x)j¢ funksional ketma-ketlik x

to‘plamda limit funksiyaga ega bo‘lishi va unga tekis yaginlashishi
uchun x da fundamental bo‘lishi zarur va yetarli.

15.5. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketliklarning
xossalari

M to‘plamda (M <R) biror {f,(x)} funksionah, ketma-ketlik
berilgan bo‘lib, uning limit funksiyasi f(x) bo‘lsin:
lim f.(x) = f(x) (xeM)

n—oo

1°. Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir f,(x) (
n=123..) hadi M to‘plamda uzluksiz bo‘lib, ™M da tekis
yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda f(x) limit funksiya ham M to‘plamda

uzluksiz bo‘ladi.
2°. Agar x - x, da {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir f,(x)

(n=12...) hadi chekli
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limf.(x) =a, (n=123..)

limitga ega bo‘lib, m da tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda {a,}
ketma-ketlik ham yaginlashuvchi, uning limiti a(a=lima,) esa f(x) ning

x — X, dagi limitiga teng bo‘ladi:
limf=a.

X—>Xg

3°. Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir f,(x) (n=123..)
hadi [a,b] da tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

ketma-ketlik yaginlashuvchi, uning limiti esa if(x)dx ga teng bo‘ladi:

Lim] f,00dx = [ f (o

N—o g

4°, Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlik har bir f,(x) (n=123...) hadi
[a,b] segmentda uzluksiz<f:(x) (n=123,..) hosilaga ega bo‘lib shu
hosilalardan tuzilgan

f, 09, f5(%),.... 7. (%) . ..
funksional ketma-ketlik [a,b] dastekiS yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
limit funksiya f(x) shu [a,b] da f'(x) hosilagaega bo‘lib, {f. (x| ketma-
ketlikning limiti f (x) ga teng bo‘ladi:
Iim[% fn(x)} — (%) :%{IHD fn(x)}

n—o0

15.6. Funksional gatorlar va ularning yaqinlashuvchiligi

X to‘plamda (x = R)biror
Uy (X), Uy (X)yeey U (X))

funksional ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Ushbu
U, (X) +u, (X) +... +u, (X) +...

ifoda funksional gator deyiladi va iun(x) kabi belgilanadi:

iun(x):ul(x)+u2(x)+...+un(x)+... (1)
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Ta’rif. Agar iun(xo)(xoeX) sonli gator yaginlashuvchi

(uzoglashuvchi) bo‘lsa, iun(x) funksional gator x, nugtada

yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi, x, nugta esa funksional
gatorning yaginlashish (uzoglashish) nuqgtasi deyiladi.

15.7. Funksional qatorning yaqinlashish sohasi

iun(x) funksional gatorning barcha yaginlashish nugtalaridan

n=1

iborat to‘plam funksional gatorning yaginlashish sohasi deyiladi.
(1)funksional gatorning dastlabki hadlaridan tuzilgan ushbu
S, () =u,(x)
Sz () = u,(x) + U, (x),

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

yigindilar funksional qaterning gismiy yig‘indilari deyiladi.
lims. ) =s(x) ga (1) funksional,gatorning limiti deyiladi.

n—oo

Misol. Ushbu

o0
Zx”’l =1+ X+ X2+ Xt
n=1

funksional gatorning yaginlashish sohasini toping. Bu gatorning gismiy
yig‘indisi

n

,agar x#1 bo'lsa,

S, (X)=1+x+x"+..+x"={ 1—-x
n, agar x=1 bo'lsa

bo‘ladi. Unda
1-x"

Vx e (-11) uchun |imSn(x)=|im1_X :ﬁ

Vx €[L+0) uchun |jmS,(x) =,

IXtiyoriy x e (-,—-1] uchun {s,(x)} ketma-ketlik limitga ega emas.
Shunday qilib, berilgan funksional gatorning yaginlashish sohasi
M (-11) intervaldan iborat ekan.
15.8. Funksional gatorning tekis yaqinlashuvchiligi

X to‘plamda (x < R) biror yaginlashuvchi
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iun(x) =U, (X)+U,(X)+..+u, (X)+...

funksional gator berilgan bo‘lib, uning yigindisi s(x) bo‘lsin:
lims. (%) = S(x).

n—oo

Ta’rif. Agar x to‘plamda iun(x) funksional gatorning gismiy

yig‘indilaridan iborat {s,(x)} funl<=sional ketma-ketlik s(x) ga tekis
yaginlashsa, u holda funksional gator x da tekis yaqginlashuvchi
deyiladi.

{s, (9} ketma-ketlik x da s(x) ga notekis yaginlashsa, unda iun(x)

n=1

funksionalgator x da notekis yaginlashuvchi deyiladi.
Teorema. iun(x) funksional gator X da s(x) ga tekis

n=1

yaginlashishi uchun
[imSupIs, )#sM)| = limsup

n—w  yox N—%  xeX

=0

S U, (%)

k=n+1

bo‘lishi zarur va yetarli.
Veyershtrass alomati. Agar

iun(x) = U, (X)+ U, X)*+wt u (X) +...

funksional gatorning har bir u,(x) (n=12,3.) hadi X to‘plamda
u, M <c, (n=L273L)
tengsizlikni ganoatlantirsa va

D G, =C+C,+.HCy +..
-1

sonli gator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda iun(x) funksional gator x

n=1

da tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi.

Misol. Ushbu
= sinn®x sin1®’x sin22x sinn?x
Y =5 et ——
n=1 n l 2 n

funksional qatorni Veyershtrass alomatidan foydalanib tekis
yaqginlashuvchiligini ko‘rsating.
Berilgan gatorning har bir

H 2
u, () =20 n=123..)
n

hadi uchun
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sinn?x
n2

1
n?

<

|un (X)| =

bo‘ladi va ravshanki,

=1

e
sonli gator yaginlashuvchi. Veyershtrass alomatiga ko‘ra berilgan
funksional gator (- «,+x) da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

Teorema (Koshi teoremasi). iun(x) funksional gatorning X da

tekis yaginlashuvchi bo‘lishi uchun_uning gismiy yigindilari ketma-
ketlikning“x da fundamental bo‘lishi zarur va yetarli.

15.9. Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorlarning xossalari
1°. Funksional gator yig‘indisining uzluksizligi. Agar iun(x)

funksional qatorning< hadlari x to‘plamda uzluksiz bo‘lib, bu
funksional gator x da tekissyaginlashuvchi bo‘lsa, u holda gatorning
yigcindisi s(x) ham x dawuzluksiz bo‘ladi.

2°. Funksional qgatorlardachadma-had limitga o‘tish. Agar

x— X, da iun(x) funksional gatorning har bir u,(x) (n=1123,...) hadi
chekli

n=1

limu, () =c, (ns1,2,3,...)
limitga ega bo‘lib, bu gator x da tekis yaqginlashuvehi bo‘lsa, u holda

gator ham yaginlashuvchi, uning yig‘indisi ¢ esa s(x) ning x— x, dagi
limiti
limS(x)=c

X—>Xg

ga teng bo‘ladi:
lim2_u, (0 =2 limy, ().

X=Xy n=1 n=l X—Xg

3°. Funksional gatorni hadma-had integrallash. Agar iun(x)

funksional gatorning har bir u,(x) (n=123..) hadi [ab] Segmentda
uzluksiz bo‘lib, gator shu segmentda tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u
holda gator hadlarining integrallaridan tuzilgan
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Tul(x)dx4—Tuz(x)dx—+.“+—iun(x)dx—+.“
gator ham yaginlashuvchi, uning yig‘indisi esa 'b[S(x)dx ga teng bo‘ladi:

[ u, 0= 3 ([ u, () -

a n=l n=l g

4°, Funksional gatorni hadma-had differensiallash. Agar
iun(x) funksional gatorning har bir u,(x) hadi (n=123..) [ab]
sggmentda uzluksiz u)(x) (n=123..) hosilaga ega bo‘lib, bu
hosilalardans, tuzilgan iu;(x) funksional qator [a,b] da tekis

yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda berilgan funksional gatorning yig‘indisi
s(x) shu [a,b] da s (%) hesilaga ega va

S (09 = YU, (0
bo‘ladi:
i[iu (x)}iiu x)
dx n=1 ) n=1 dx " .

M10. Funksional ketma-Ketliklar va gatorlarga doir mashqlar
1. Quyidagi funksional ketma-ketliklarning,limit funksiyalarini toping.

1) £ (X)=x", —o0< X <+ 2) £(x)=x"-x*",0<x<1

3) fn(x):nxzsin%,—oo<x<+oo 4) fn(x)zcos"%,—oo<x<+oo
5) fn(x)=;ixinn,—oo<x<+oo 6) fn(x)=X21+n,—oo<x<+oo
7) f.()=n*xA-x3)", 0<x<1 8) fn(x):(zxxinnjzw

9) f (x)=n*@®/x-"¥x), x>0 10) fn(x):(l+§jn,—oo<x<+oo

2. Quyidagi funksional ketma-ketliklarni tekis yaginlashuvchiligini
ko’rsating.

1) f,x) =" oo < x < oo 2) f,(0)=—"_ 0<x<1
l+n+Xx
, 1 nx>
3) f.(0)= X +—, =0 <X <+00 4) f,(00)=——,1<x<+0
n n+X
5) f.(x)=xe™, 0< X <400 6) fn(x)=|n(x2+1j,1sx<+oo
n
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7) f(x)=e®" —1<x<1 8) f,(x) = arcsin — 0<x<i
1+x" 2

3. Quyidagi funksional ketma-ketliklarni tekis hamda notekis
yaqginlashishga tekshiring.

1) £ (x)=x"-x"", 0<x<1 2) fn(x)zn( /x+%—\/§}0<x<+oo
3) fn(x)=5innnx,—oo<x<+oo 4) £ (x)=%xsinx,0<x<7z

2n

7) f.(x)=rxe™, 0<x<1
4, Funksional gatorlarning yaginlashish sohasini toping.

_ —2<X<2 6) f,(x)=>In>, 0<x<1
non

(1) ”
1) Z(2n 1)x2n * 2) Z(2n 1)(1+ x]
3) ZZ“sin—n 4) Z_;‘(x >
5) Z(x+2) 6) nzﬂln sin” x
7) zw 8) ixe"X

5. Quyidagi funksional qatorlarning_ absolyut yaginlashish sohalarini
toping

1) Z sm— Z)Z [ZX 3]

_1n

> e 4) Z(_l)nﬂe—nsmx
5) Zl(?'i_xj 6) le(n—l\/_

7) i n—ln X2

6. Quyidagi funksional gqatorlarni ko’rsatilgan oraligda tekis
yaqginlashuvchiligini isbotlang.

= 1
1) ;x%nz —00 < X < +00 2) 2_1:1+nx 1< X <400
s . sinnx "
3) Z_llx+ T LO<X<+ 4)2 o TO<X<H
. " (1) n-1 2n
5) Zn\/_+x <X<+ 6)2 ~1<x<1
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7. Quyidagi funksional gatorlarni ko’rsatilgan oraligda tekis
yaqinlashuvchiligini Veyrshtrass alomatidan foydalanib isbotlang.

X D" -
1)2_1:n 1<x<1 2)2_1“)(+2 —2< X<+
3) Ze’r,—lsx<+oo 4) zsmnx —00 < X < +00
5) Z_;‘1+nx , 0 < X < +0o0 6) Z_;‘lvtnx — 00 < X < 40

- (x=Dt .
)z(3n+1) T 1<x<3 8) Z_;sm 1+nx0$x<+

8. Quyldagl funksional qatorlar yig’indisini uzluksizlikka tekshiring.
2) ixze‘”x, 0<x<1

1) Z2 (1+ x°")

1 = X
3) Z_l“n +n?x? 4) 1+X+n:1 [1+ (n+1)x]@+nx)
5) x+nz_l:(x“+ —x"), 0l 6) m+ (x+n+1 x+nj 0<x<1

Q. Qu_yidagi funksional.<gatorlarni yaqlnlashlsh sohasida hadlab
integrallash mumkinmi?.

1) ZCOSHX ) Z

= n (1+x )"

3) S+ )

10. Quyidagi funksional qatorlarni yaginlashish sohasida hadlab
differensiallash mumkinmi?

1) ch;snx 2) Zl:sm3 X 3) 28(“)2
11. Quyidagi limitlarni toping.
1) lim Zx“ 2) XIlrlnoz 2:11 X
3) fim Z(sm nx sin(n+1)xj 4) “mz
) \/_ vn+1 X—>wn11+n x2
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16-§. DARAJALI QATORLAR

Ushbu

Y ax" =ay +ax+ax +..+a,x" +...
n=0

yoki umumiyroq

D a,(X—Xo)" =8y +a,(X—X,) +8,(X—X)? +...+ 8, (X=X)" +...
n=0

gatorlar (bunda a,,a,....a,,..va—x, -0°‘zgarmas hagiqgiy sonlar) darajali

n

gatorlar deyiladi.
Teorema (Abel teoremasi). Agar ianx” darajali gator x ning

x=x, (%, =0) giymatida yaginlashuvchi boilsa, x ning
X< x|
tengsizlikni ganeatlantiruvchi barcha qiymatlarida darajali gator
absolyut yaginlashuvchi bo°ladi.
Teorema. Agar ianx" darajali gator x ning ba'zi (x=0)

n=0

giymatlarida yaginlashuvchi, ba'zi giymatlarida uzoglashuvchi bo‘lsa,
u holda shunday yagona r (r>o)sontopiladiki, ianx“ darajali gator x

n=0

ning |q<r tengsizlikni ganoatlantiruvehi giymatlarida absolyut
yaginlashuvchi, |x>r tengsizlikni ganoatlantirvchi giymatlarida esa
uzoqglashuvchi bo‘ladi.

16.1. Darajali qatorning yaqinlashish radiusi

Ta’rif. Yuqoridagi teoremadan r soni ianx” darajali gatorning

yaqginlashish radiusi, (-r,r) interval esa darajal_i gatorning yaginlashish
intervali deyiladi.

Eslatma. x=+r nuqgtalarda f:anxn darajali gator yaginlashishi

n=0

ham mumkin, uzoglashishi ham mumkin.
Teorema (Koshi-Adamar teoremasi). Berilgan ianx” darajali

n=0

gatorning yaginlashish radiusi
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1 (lim -yugori limit) (1)

limy/a.| "

n—owo

r

bo‘ladi.
Eslatma. Agar |jmgfa.=0 bo‘lsa, r=+o; agar |jmzfa, =+

nN—o0 n—oo

bo‘lsa, r=0 bo‘ladi.
Eslatma. ian(x—xo)“ darajali gatorning yaginlashish intervali

n=0

(x, —1,% +r) bo‘ladi. Bunda r ushbu ianx” gatorning yaginlashish

radiusi.
Misol. Ushbu

n 2 n

- X X X X
nZ;Z_ﬁ:EJFZ_ﬁJFMJFZ_ﬁ
darajali gatorning yaqginlashish radiusini, yaginlashish intervalini va
yaqginlashish sohasini‘toping.

Bu darajali gatorning.yaqinlashish radiusini (1) ga ko‘ra topamiz:
S N, ey | YL

im e | G,
N—oo 2\5

Demak, berilgan darajali “gatorning.yaginlashish radiusi r=1,
yaqginlashish intervali esa (-1,1) bo‘ladi. x=#r=+1 da darajali gator mos
ravishda

+...

r

0 _1n © 1
;(zfz’ ézﬁ
sonli gatorlatga aylanadi. Bu gatorlarning yaginlashuvchiligi ma’lum.
Demak, berilgan darajali gatorning yaginlashish sohasi [-1,1]

segmentdan iborat.

16.2. Darajali qatorlarning xossalari
Biror

ianx” —a, +ax+a x> +..+ax"+.. (1)
n=1

berilgan bo‘lsin.

1°.Agar (1) gatorning yaqginlashish radiusi r (r>0) bo‘lsa, u holda
gator [-c,c] (0<c<r) da tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi.

2°. Agar (1) gatorning yaginlashish radiusi r bo‘lsa, u holda uning
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S(x) :ianx"
n=0

yigindisi (-r,r) da uzluksiz funksiya bo‘ladi.

3°. Agar (1) darajali gatorning yaginlashish radiusi r bo‘lib, gator
x=r (x=-r) nugtalarda yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda gatorning
yig‘indisi s(x) funksiya x=r (x=-r) nugtada chapdan (o‘ngdan)
uzluksiz bo‘ladi.

4°, Agar (1) gatorning yaginlashish radiusi r bo‘lsa, uni [a,b] (
[a,b] = (-r,r)) oraligda hadlab integrallash mumkin.

5°. Agar (1) gatorning yaqinlashish radiusi r bo‘lsa, uni (-r,r) da
hadlab differensiallash mumkin.

Misol. Ushbu
inxn
funksional gatorning yig‘indisini toping.
Ma lumki,
darajali gator (-1,1) da yaginlashuvchiva uning yig‘indisi ﬁ gateng:
et

u gatorni hadlab differensiallab.topamiz:

Bu
d & 1 _ 1-x— x( =1 Nl
oL dx(l xjjz =20 - x)

n=1 (1 X) n=1

16.3. Teylor qatori. Funksiyalarni darajali qatorlarga yoyish
f (x) funksiya X, (X, € R) nugtaning biror
U,(x)={xeR:x, -8 <x<x,+05;5 >0} atrofida berilgan bo‘lih, shu atrofda

istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lsin Ushbu
S f(”)(X) _ (o) f (%)
(X=%)" = F(x,)+ ol

2
bu yerda fOx,) = (), darajall gator f(x) funk3|yan|ng Teylor gatori
deyiladi. Xususan, x, =0 da gator quyidagicha bo‘ladi:

i MOM = f(0)+—— fO,, O,

~= nl 1 n!

(odatda bu gatorni Makloren gatori ham deyiladi).

(”)( Xp)

(x=Xp) +

(X=X%,)? +...+

(X=%g)" +...y
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Teorema. f(x) funksiya biror (-r,r) (r>0) oraligda istalgan
tartibdagi hosilaga ega bo‘lib, uning x=0 nugtadagi Teylor gatori
if‘”)(o) " _F(0)+ @, fO.,  f7°0..

~ n il 21 " nl
bo‘lsin. Bu gator (-r,r) da f(x) ga yaginlashishi uchun f) funksiya
Teylor formulasi

FO,, F©@., 170,
f(x)=f(0)+ m T . o X" +1,(X)
ning qoldig hadi barcha xe(-r,r) da nolga intilishi
limr.(x)=0

nN—oo

zarur vawyetarli,

Teorema. f(x) funksiya biror (-r,r) oraligda istalgan tartibdagi
hosilaga ega bo‘lsina, Agar shunday o‘zgarmas M >0 soni topilsaki,
barcha xe(-r,r) hamdabarcha n (n=1,2,..) uchun
£ <M
tengsizlik bajarilsa, u holdas(r,r) oraligda f(x) funksiya Teylor
gatoriga yoyiladi, ya’ni

(n .
f(x)= an-(o)”_f(O) fl(o) fz(!o)x2+...

bo‘ladi.
Misol. Ushbu

1+ X
f(X)=Ih—=
(X) = 1

funksiyani Makloren gatoriga yoying.
Ma lumki, xe(-1,1) da

2 3 n
ma+@=x—iﬁjL—M+GDM§—+m
2 3 n

bo‘ladi. Bunda x ni -x ga almashtirib, topamiz:

x?  x° X"

In@-x)=—x-"—-2——. -2~
2 3 n
Natijada

2x? 2x>"
+..+ + ...
3 2n-1
bo‘ladi. Keyingi gatorning (-1,1) da yaginlashuvchiligi ravshan.
Demak,

IN(L+x):In(1—x) =2x+

1+ X 2x° 2%
In=—— =2x+ +.. + +...
1-X 3 2n-1

11. Darajali gatorlarga doir mashqlar
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1. Quyidagi darajali gatorlarning yaginlashish radiusi, yaginlashish
intervali hamda yaqginlashish sohalari topilsin.
12 22 X2 32 X4 n2 X2n
1) S5+5 + 5+t S+
22 32 2 4% 2 (n+1)* 2

2) ix_n” 3) in!xn
4) Z( —2)"x2" 5) iw(x+l)”
(nl) 2 (x+3)nz
6) Z e 7) 2
) Z( 1) X 9) izlnnxn
~ 2n+l ~

10) Z(Q/E—l)x”

2. Qliyidagi darajali qatorlarning yig’i;ldilarini hadlab differensiallash
va integrallash yordamida toping.

1) Z? 2) i(n+1)x"
D S o
5) zn(n+l) 6) Z(n+1)x
7) nzzl:(—l) *(2n-1x>" 8) zn(n+l)

3. Quyidagi funksiyalarni ko’rsatilgan nuqtacatrefida Teylor gatoriga
yoying va bu gatorlarning yaginlashish radiusinitoping.

1) f(x)=sin*x, xoz% 2) f(x)=cos*x, xoz—%
2 _ — 1 =
3) f(x) =In(x2+2x+2), X, =—-1 4) f(x) e o
1 ety = F
5) f(x)_x,x_ 2 6) f(x)=¢e", x, 7

7) £ =x,x =4

4. Quyidagi funksiyalarni turli usullardan foydalanib Makloren gatoriga
yoying va bu gatorni yaqinlashish radiusini toping

1) f(x)= In?—i 2) f(x)=(1+x)e"

3) f(x)=arcsin 4) f(x)=sin?xcos? x

X
V1+ %2
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X% —3x+1
x> —5X+6

5) f(x) =arccos(l-2x?) 6) f(x)=

7) f(x)= arccose—~
1+x

17-§. XOSMAS INTEGRALLAR

17.1. Cheksiz oraliq bo‘yicha xosmas integrallar

f(x) funksiya [a+x) oraliqda berilgan bo‘lib, bu oraligning
Istalgan [a,t] (a<t<+w) gismida integrallanuvchi, ya’ni ixtiyoriy t (t > a)
uchun ushbu

F(t) = j f (x)dx

integral mavjud bo‘lsin.

Ta’rif. Agar, t >4 da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, bu
limit f(x) funksiyaning [a,+«) 0raliq bo‘yicha xosmas integrali deyiladi
va

Tf (x)dx

kabi belgilanadi.
Demak,

[ 109dx =TimF(® =4im]| f ()dx (1)

t—>+o0 t—>40 5

17.2. Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi

Ta’rif. Agar t >+ da F(x) funksiyaning limiti mavjud va chekli
bo‘lsa, (1) xosmas integral yaqginlashuvchi deyiladi, f(x)“esa cheksiz
[a,+) Oraligda integrallanuvchi deyiladi.

Agar t -+ da F(x) funksiyaning limiti cheksiz bo‘lsa yoki limit
mavjud bo‘lmasa, (1) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

Misol. Ushbu

| = Txexzdx
xosmas integralning yaqinlashuvcohiligini aniglang va giymatini toping.
+jioxe‘xzdx = |imjxe‘xzdx
bo‘lib, 0 0
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1

t s t , ) 2
F(t):jxe*X dxzj‘efx %dxzz—_e 1 - 1
0 0

=—Zet 4=
o 2 2

2
bo‘lganligidan
limFO -

bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi va
Txe‘xz dx = 1 .
: 2
17.3. Yaqinlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Asosiy
formulalar

1°. Agar Tf(x)dx va Tg(x)dx xosmas integrallar yaginlashuvchi

a

bo‘lsa, u holda

+00

[Lef (0 % By (x)Jx

a

xosmas integral ham yaginlashuvehi bo‘lib,
j [of (x) + By (x) pix = aj f (x)dx + S j g(x)dx

bo‘ladi, bunda «, s -0°zgarmas sonlar:

2°. Agar ixtiyoriy xe[a+wx) UChun f(x)<g(x) bo‘lib, Tf(x)dx va

a

Tg(x)dx integrallar yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

Tf (x)dx < Tg(x)dx

bo‘ladi.

3°. Nyuton-Leybnis formulasi. f(x) funksiya [a+wo) oraligda
uzluksiz bo‘lib, F(x) uning shu oraliqdagi boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsin (F'(x)= f(x)). Unda

J100dx=F(X) | =F0)-F(a) (2)
bo‘ladi. Bu yerda
F(+0) = [imF®) -

t—+0
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4°, O‘zgaruvchini almashtirish formulasi. f(x) funksiya [a,+x)
oraligda uzluksiz, ¢ty funksiya esa [a,5 da uzluksiz

differensiallanuvchi funksiya bo‘lib,
a=gp(a) <) <|jme(t) =+

t—>4-0

bo‘lsa, u holda
J £ (9dx = [ f (o)t

bo‘ladi.
5°. Bo‘laklab integrallash formulasi. Agar u=u(x) va v=v(x)
funksiyalar, [a+) da uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, |jmv)

X—>+00

mavjud bo®lsa, u holda
'[udv=uv| :O— J'vdu

bo‘ladi. Bu yerda

uv” 2 Jim (uv) —u(a)v(a) .

Misol. Ushbu

T Jdx
!x2+x—2
integralni hisoblang. Malumki,

f) =L 1[ 1 [l j

X rx—2 3x=1 x+2

bo‘lib,
F(X):lmx__l
3 X+2

f(x) ning boshlang‘ich funksiyasidir. NyutonsLeybnis formulasiga
ko‘ra topamiz:

I d _Lpx=t |;°°:gln2

I x2+x-2 3 x+2 3

17.4. Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi haqida
teoremalar

Teorema. f(x) funksiyaning xosmas integrali Tf(x)dx

yaqginlashuvchi bo‘lishi uchun, ixtiyoriy te (a+«)da F(t):jf(x)dxsc (

a

C =const ) bo‘lishi zarur va yetarli.
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Teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a+w)da berilgan bo‘lib,
vx e[a,+0) da

0< f(x)<g(x)

bo‘lsin. U holda Tg(x)dx yaginlashuvchi b0‘|Sa,Tf(x)dx ham

yaginlashuvchi bo‘ladi; Tf(x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, Tg(x)dx ham
uzoglashuvchi bo‘ladi.
Misol. Ushbu
Te‘“dx

integralning yaginlashuvchiligini ko‘rsating. Ravshanki, ixtiyoriy x>1
uchun

e <

2 1
2

bo‘ladi. Unda

| o
N

ning yaginlashuvchi bo‘lishini ¢ tlborga olib, yuqoridagi teoremaga
binoan

Ie‘ﬂdx
1
ning ham yaginlashuvchi ekanini topamiz. Ravshanki,
Té‘ﬂdx::je‘“dx+-fe‘“dx,
1
bu yerda [e™dx ham yaginlashuvchi. Demak, berilgan xosmas integral
0

yaginlashuvchi.
Teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a+) da f(x)>0,g(x) >0 bo‘lib,

(%)
|X|M 70 =k (0 <k < +)

bo‘lsin. Agar k <+« va jg(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, Tf(x)dx

integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi. Agar k>0 va Tg(x)dx integral

uzoglashuvchi bo‘lsa, Tf(x)dx integral ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
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Teorema. Agar x—+x da f(x) funksiya % ga nisbatan a(« > 0)

tartibli cheksiz kichik bo‘lsa, u holda Tf(x)dx xosmas integral «>1

bo‘lganda yaginlashuvchi, « <1 bo‘lganda esa uzoglashuvchi bo‘ladi.
Teorema (Koshi teoremasi). Quyidagi

Tf(x)dx
xosmas integralning yaginlashuvchi bo‘lishi uchun, ixtiyoriy ¢>0 son

olinganda ham, shunday t,(t, >a) son topilib, t'>t,t">t, bo‘lgan
Ixtiyoriy t'” lar uchun

= <é&

F(t")—F(t) =

T f(x)dx—tf f (x)dx

T f (x)dx

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

17.5. Xosmas integralning absolyut yaqinlashuvchiligi. Dirixle
alomati

Ta’rif. Agar T|f(x)|dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

Tf(x)dx absolyut yaginlashuvchi integral, deyiladi, f(x) funksiya esa

[a,+) da absolyut integrallanuvchi funksiya deyiladi.

Teorema (Dirixle alomati). f(x) va g) funksiyalar [a+o)
oraliqda berilgan bo‘lib, ular quyidagi shartlarni-bajarsin:

1) f(x) funksiya [a+x) da uzluksiz va“uning shu oraligdagi
boshlang‘ich F(x) (F'(x)= f(x)) funksiyasi chegaralangan,

2) g(x) funksiya [a,+x) da g'(x) uzluksiz hosilaga ega‘funksiya,

3) g(x) funksiya [a+o) da kamayuvchi,

4) limg(x) =o.

X—>+0

U holda

+00

[ £(99(x)dx

a

integral yaqginlashuvchi bo‘ladi.
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17.6. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari va
ularning yaqinlashuvchiligi tushunchalari

f(x) funksiya [a,b) yarim intervalda berilgan bo‘lib, b nuqta f(x)
ning maxsus nugtasi bo‘lsin. Bu funksiya [a,b) ning istalgan [at] (
a<t<b) gismida integrallanuvchi, ya’ni ixtiyoriy t (a<t<b) uchun
ushbu

F(t) = j f (x)dx

integral mavjud bo‘lIsin,
Agar.t -»b-0 da F() funksiyaning limiti
l[imF®

mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) fl;nksiyaning [a,b) bo‘yicha xosmas
integrali deyiladi va

_Tf(x)dx
kabi belgilanadi:
jf(x)dx=|im|:(t):|imjf(x)dx (3)

Ta’rif. Agar t »b-0 da =) funksiyaning limiti mavjud va chekli
bo‘lsa, (3) xosmas integral yaginlashuvchi deyiladi. f(x) esa [a,b) da
integrallanuvchi funksiya deyiladi.

Agar t »b-0 da F) funksiyaningdimiti cheksiz bo‘lsa yoki limit
mavjud bo‘lmasa, (3) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

17.7. Yaqinlashuvchi xosmas integralning xossalari

f(x) va g(x) funksiyalar [a,b) da berilgan bo‘lib, <6 nuqgta shu
funksiyalarning maxsus nugtasi bo‘lsin.

1°. Agar Tf(x)dx va Tg(x)dx xosmas integrallar yaginlashuvchi

bo‘lsa, u holda

b

[l (0= By Jix
xosmas integral ham yaqinlaashuvchi bo‘lib,
T[af (X) + By () pix = af tx)dx 4 g(xdx
bo‘ladi, bu yerda ;,ﬂ -0‘zgarmas sorallar.
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2°. Agar ixtiyoriy xelab) uchun f(x)<g(x) bo‘lib, Tf(x)dx va
Tg(x)dx integrallar yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

j' f(x)dx < .Tg(x)dx

bo‘ladi.

3°. Nyuton- Leybnis formulasi. f(x) funksiya [a,b) oraligda
uzluksiz bo‘lib, F(x) esa uning shu oraliqdagi boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsin (Fi(x) = f(x)).

Unda

b= F(b—0) - F(a) (4)

T f (x)dx = F(x)

bo‘ladi. Bu yerda
F(b-0)=]imF®-

t—b-0

4°, O<garuvchini almashtirish formulasi. f(x) funksiya [a,b) da
uzluksiz, o) funksiya esaw[«, ). da uzluksiz differensiallanuvchi

funksiya bo‘lib,
a=gp@)< o) < |jme) =b

t—>b-0

bo‘lsa, u holda
b B
[ £00dx= [ £ (p(0)p' ()t

bo‘ladi.
5°. Bo‘laklab integrallash formulasi. Agar’ u=u(x) va v=v(x)
funksiyalar [a,b) da uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, |imv)

t—>b-0

mavjud bo‘lsa, u holda

b
Iudv:uv
a

Z—Tvdu
bo‘ladi. Bu yerda

uvlo= [imu®v() —u(@)v(a)

t—b-0

Misol. Ushbu
dx
X+/In X

P — N

integralni hisoblang. Ravshanki,
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f(x)=
In x

funksiyaning (1,2] oraligdagi boshlang ich funksiyasi
F(x)=2-v/Inx
bo‘ladi. Nyuton- Leybnits formulasidan foydalanib, topamiz:

T _(2\/F)\ =2In2-2|jm+Int =2In2

In x t—1-0
17.8. Xosmas integralning yaqinlashuvchiligi haqida teoremalar

f(x) funksiya [a,b) da berilgan bo‘lib, b nuqta shu funksiyaning
maxsus nugtasi bo‘lsin.

Teorema. [a,b) da manfiy bo‘lmagan f(x) funksiyaning if(x)dx
xosmas integralning‘yaginlashuvchi bo‘lishi uchun vt e (a,b) da

F(t)=if(x)dxgc (C =const)

bo‘lishi zarur va yetarli.
Teorema. f(x) va g() funksiyalar [a,b) da berilgan bo‘lib, b nugta
shu funksiyalarning maxsus nuqtasi bo‘Isin. Agar vxe[a,b) da
0£f(x) <09(x)

bo‘lsa, u holda ig(x)dx integralning yaginlashuvchiligidan if(x)dx ning
yaqinlashuvchiligi; jf(x)dx integralning” uzoglashuvchiligidan jg(x)dx

ning uzoqlashuvchlllgl kelib chigadi.
Misol. Ushbu

J~COS X
2 41— x
integralning yaginlashuvchiligini ko‘rsating. Ravshanki, vxe[01) da
cos” X 1
<

41-x  41-x

bo‘ladi. Ushbu

_([4[1 J-(l X)1/4
xosmas integralning yagqinlashuvchiligini e’tiborga olib, yuqoridagi
teoremadan foydalanib,
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jCOS X
[
integralning yaginlashuvchi ekanini topamiz.
Teorema. Agar x ning b ga yetarli yagin giymatlarida

_ (¥
f(x)= b x )a( 0)

bo‘lsa, u holda ¢(x)<C<+x va a<1 bo‘lganda Tf(x)dx integral

yaginlashuvchi, ¢(x)>Cc>0 va «>1 bo‘lganda j'f(x)dx integral

a

uzoglashuvehi bo‘ladi.
Teorema. Agar x—b-oda f(x) funksiya ﬁ ga nishatan «(« > 0)

tartibli cheksiz kattasbo‘lsa, u holda j'f(x)dx integral « <1(a >1)

bo‘lganda yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘ladi.
Teorema (Koshi teoremasi). Quyidagi

'b[ f(x)dx

xosmas integralning (b-maxsus‘nuqta) yaginlashuvchi bo‘lishi uchun,
ixtiyoriy &¢>0 son olinganda.hamy, shunday s>0 topilib,
b-s5<t'<bb-s<t'<b tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy t' va t"
lar uchun

[F(t") -F(t) =

T f (x)dx — ] f (x)dx

a

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Teorema (Dirixle alomati). f(x) va g(x) funksiyalar [a,b) da
berilgan bo‘lib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [a,b) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi
boshlang‘ich F(x) (F'(x)= f(x)) funksiyasi chegaralangan,

2) g(x) funksiya [a,b) da g’(x) hosilaga ega va uzluksiz funksiya,

3) g(x) funksiya [a,b) da kamayuvchi,

4) lima(x) =o.

x—>b-0

U holda
[ F(99(x)dx

integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
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17.9. Xosmas integralning absolyut yaqinlashuvchiligi

Ta’rif. Agar jl|f(x)|dx integral yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda

if(x)dx absolyut yaginlashuvchi integral, f(x) funksiya esa [a,b) da

absolyut integrallanuvchi funksiya deb ataladi.
Xosmas integrallar mavzusiga doir misollar
1. Quyidagi xosmas integralni hisoblang.

) [ 2[5

3) TeZXdX; 4) Tx2+2x+2
) Imx ) !xZ(xu)
e B) Jrsinwa
9)&%; 10)} L.
1) [ 12) fm

2. Quyidagi integrallarni yaginlashuvchanlikka tekshiring.
1) j— (a>0,a>0); 2)[ x .

3) J‘X +1 4) J-X +1
) Txei/ji(—ﬂ; )jmxl
7) I \/1\/__de8 8) j ;/n—xdxl

Q yidagi xosmas mtegrallarnl uzoglashuvchilikka tekshiring.

1)j—; )j :

xIhx’
3) I1+x 4) !sinxdx;
5) J- xdx _ 6) Tln(x1+x)dx;
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Todx T 2x+5
7 ‘1[«/4+x2’ 8) -!x2+3x—10dX'
4. Quyidagi integrallarni shartli yaqinlashuvchiligini ko’rsating.
1) jsmx 2) Tsin x?dx;
smlnx _ T cosx )
R AN
lsinx . . 't COoSX
) J. Inx ’ ! Jx+Inx
Tsinsin x .
7) I N dx; 8) j—sm( )dx
5. Quyldagl integrallarni absolyut yaginlashuvchiligini isbotlang.
smx ) Tsinx |, . . 1) . .
1) j 2) !X—de, 3) !In (l+;jsmxdx,
TLI4X . 4. ‘Fsin(x + x?)
v dx, 5) I T dx.

18-§. PARAMETRGA BOG‘LIQ INTEGRALLAR

18.1. Parametrga bog‘liq integral tushunchasi

f(x,y) funksiya
={(x,y)eR2 :aéxsb,yeEcR}
to‘plamda berilgan bo‘lsin. y o‘zgaruvchining-har/bir tayin giymatida
f(x,y) funksiya x o‘zgaruvchisi bo‘yicha [a,b] da Integrallanuvchi, ya’ni
i f(x, y)dx

a

integral mavjud bo‘Isin.
Bu integral y o‘zgaruvchining E dan olingan giymatiga bog‘liq
bo‘ladi:

1(y) = [ f(x y)dx (1)

Odatda (1) perametrga bog‘lig integral, y o‘zgaruvchi esa
parametr deyiladi.
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Ta’rif. Agar ixtiyoriy >0 olinganda ham, (ixtiyoriy wvxe[a,b])

5 =5(s,x) >0 topilsaki, |y-y,|<s tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
y e E uchun

f(xy)—p(X)| <&, xe[ab]
bo‘lsa, u holda ¢(x) funksiya f(x,y) ning y—vy, dagi limit funksiyasi
deyiladi.
(Iimf(x,y)=¢(><)]-

Yy—=>Yo

Ta’rif. Agar ixtiyoriy >0 olinganda ham shunday a=A(xs)>0

topilsaki, y|> A tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy yeE uchun
[Fy)—p(x)| <&

bo‘lsa, u holda (x) funksiya f(x,y) ning y— dagi limit funksiyasi

deyiladi.

Teorema. <f (x,y) funksiya y -y, da limit funksiya »(x) ga ega
bo‘lib, unga tekis yaginlashishi uchun ixtiyoriy ¢>0 olinganda ham,
x (x e[a,b]) ga bog‘liq bo‘lmagan,shunday s =s() >0 topilib, |y-y,|<d,
ly-y,|<s tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy y,y'eE hamda
Ixtiyoriy xe[a,b] uchun

| (% V=106 <e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Misol. Ushbu

f(x,y) =sin>
y

funksiya D={xy)eR?:xeR0<y<+o} to‘plamda berilgan bo‘lsin.
y —+oo da limit funksiyani toping va intilish xarakterini tekshiring.

lim () = [impiny =0

y—>+0 y—>+0

ekanini ko‘rish giyin emas: ¢(x) =0. Demak,
1% y)—o(X)| = <g:y>m.
&

X
<|=

. X
Sin —

Ixtiyoriy ¢>0 ga ko‘ra A:m desak, u holda |y/>A tengsizlikni
&

<¢ bo‘ladi. Bu yerda A:M

ganoatlantiruvchi ixtiyoriy y uchun
&

X
sin—
y

fagatgina ¢ ga bog‘lig bo‘lmay x ga ham bog‘ligdir. A ni x ga
bog‘ligmas qilib olib bo‘lmasligini ko‘rsatishni o‘quvchiga havola
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etamiz. Demak, garalayotgan funksiya o‘z limit funksiyasiga notekis
yaginlashadi.

18.2. Parametrga bog‘liq integrallarning funksional xossalari

Teorema. f(x,y) funksiya y ning E to‘plamdan olingan har bir
tayin giymatida x ning funksiyasi sifatida [a,b] oraliqda uzluksiz
bo‘lsin. Agar f(xy) funksiya y -y, da o(x) limit funksiyaga ega bo‘lsa
va unga tekis yaginlashsa, u holda
lim] f(x y)dx = [o(x)dx (2)

bo‘ladi.
Teorema. Agar f(xy) funksiya D={xy)eR?:xe[ab]yelcd]}
to‘plamda uzluksiz be‘lsa, u holda

1(y) = [ £(x y)dx

funksiya [c, d] oraligda uzluksiz bo‘ladi.

Teorema. f(x,y). funksiya D to‘plamda berilgan va vy
o‘zgaruvchining [c,d] oraliqgdansolingan har bir tayin giymatida x
o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b] oraliqda uzluksiz bo‘lsin. Agar
f(x,y) funksiya D da f/(x,y) xususiy hosilaga ega bo‘lib, y D da
uzluksiz bo‘lsa, u holda 1(y) funksiya ham/[e;d] oraliqda 1'(y) hosilaga
ega va ushbu

'y =] f oyl (3)

munosabat o‘rinlidir.
Teorema. Agar f(x,y) funksiya D:{(x,y)eR2:XE[a,b],ye[c,d]}

d

to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, u holda jl(y)dy integral mavjud va

c

m f(x, y)dX}dy = Tﬁ f(x, y)dy}dx (4)

cLa

munosabat o‘rinlidir.
Teorema. f(x,y) funksiya D to‘plamda uzluksiz, «(y). A(y)
funksiyalar [c, d] da uzluksiz va
a<a(y)<B(y)<b (5)
tengsizlikni ganoatlantirsin. U holda
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- B(Y)
L(y)= [ f(xy)dx

a(y)

funksiya ham [c, d] oraligda uzluksiz bo‘ladi.

18.3. Leybnis formulasi

Teorema. f(x,y) funksiya D to‘plamda uzluksiz, f;(x,y) Xususiy
hosilaga ega va D da uzluksiz, «(y).p(y) funksiyalar «'(y).s'(y)
hosilalarga ega va ular (5) shartni ganoatlantirsin. U holda 1(y) funksiya

ham [c, d] oraliqda hosilaga ega va
By
()= | fy(x, y)ax+ B (y) T (B(y),y) —a'(y) f(a(y),y) (6)

a(y)

munosabat o‘rinlidir. (6) ga Leybnis formulasi deyiladi.

18.4. Parametrga bog‘liq xosmas integrallar

f(xy) fumksiya # D={xy)eR?:xe[a+n)ycEcR| to‘plamda
berilgan bo‘lib,

Jfeym, yeB

xosmas integral mavjud va cheklibo‘lsin. Bu integral y ning qiymatiga
bog‘liq bo‘lib,
1(y) = [ £(x, y)dx

integral parametrga bog‘liq (chegarasi cheksiz) xosmas integral deb
ataladi.
Chegarasi cheksiz bo‘lgan xosmas integral ta’rifiga ko ra ixtiyoriy [a, A]

da (a<A<+o)
1(AY) =f f(x, y)dx (7)
integral mavjud va a
0= [ 1xn0c=imi(ay), (8)

A—+x0

Demak, 1(y) va 1(Ay) funksiyalar (8) va (7) integrallar orgali
aniglangan bo‘lib, 1(y) 1(Ay) funksiyaning A—+w dagi limit
funksiyasidir.

Ta’rif. Agar A—+» da 1(Ay) funksiya o‘z limit funksiyasi 1(y)
ga E to‘plamda tekis (notekis) yaqginlashsa, u holda
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1(y) = [ f(x y)dx

integral E to‘plamda tekis (notekis) yaqinlashuvchi deb aytiladi.

Teorema (Koshi teoremasi). (8) integral E to‘plamda tekis
yaqginlashuvchi bo‘lishi uchun ixtiyoriy >0 olinganda ham, shunday
A= A(e) >0 topilsaki, A'> A, A"> A tengsizliklarni ganoatlantiruvchi A, A"
va ixtiyoriy yeE uchun

A"

j f(x, y)dx

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Tekis yaginlashishga tekshirish uchun Veyershtrass alomati: f(x,y)
funksiya D"to‘plamda berilgan va

uw—juxww

<é&

integral mavjud be‘lsin.
Agar shunday ¢(x) funksiya topilib (x e[a,+x)),
1) ixtiyoriy xe[a+so)Va ixtiyoriy y e uchun f(x,y)<e(x) bo‘lsa,

Z)Tgo(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

1(y) = (x, y)dx

integral E to‘plamda tekis yaginlashuvehi bo‘ladi.
Misol. Ushbu
Iarctgxy yeR
1+ x?
integralni tekis yaqinlashlshga tekshiring.
Agar
arctgxy| _ 7
| 1+ %2 | 2(1+x?)

7Z'

NN

VA
_~[1+x :E.

4
bo‘lgani uchun Veyershtrass alomatiga ko‘ra berilgan integral R da

tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

QD
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18.5. Parametrga bog‘liq xosmas integrallarning funksional
xossalari

f(x,y) funksiya D to‘plamda berilgan va y, E to‘plamning limit
nuqgtasi bo‘lsin.

Teorema. f(x,y) funksiya

1) y o‘zgaruvchining £ dan olingan har bir tayin giymatida x
o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,+x~) da uzluksiz,

2) y—vy, da ixtiyoriy [a,A] (a<A<+o) oraliqgda o(x) limit
funksiyaga tekis yaginlashuvchi bo‘lIsin.

Agar

1(y) = [ f(xy)dx
integral E to‘plamdatekis yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda y—y, da i(y)
funksiya limitga®ga va
|imjf(x, y)dx = j(p(x)dx

munosabat o‘rinli bo‘ladi,

Teorema. f(xy) funksiya b'to‘plamda uzluksiz va

1(y)'s, [0 ¥)dx

integral [c, d] oraligda tekis yaqginlashuyvchibo‘lsa, u holda 1(y) funksiya
[c,d] da uzluksiz bo‘ladi.
Teorema. f(x,y) funksiya D to‘plamda uzluksiz, f,(x,y) Xususiy

hosilaga ega va D da uzluksiz bo‘lib, y<[c,d] da
1) = | 1 y)ax
integral yaginlashuvchi bo‘lsin. a
AgarTfy'(x,y)dx integral [c,d] da tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u
holda 1(y) faunksiya ham [c, d] oraliqda 1(y) hosilaga ega va
l'(y)=+ffy'(x, )

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Teorema. f(xy) funksiya D to‘plamda uzluksiz va

1(y) = [ f(x y)dx
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integral [c,d] oraligda tekis yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda 1y)
funksiya [c,d] oraliqda integrallanuvchi va

d

j | (y)dy = j ﬁf (, y)dx}dy = T[ j f(x, y)dy}dx

C

munosabat o‘rinli.
f(xy) funksiya D={xy)eR?:xe[a+wo)yec+o) to‘plamda berilgan
bo‘lsin.

Misol. Ushbu

P 1
pr’l In® =dx,p>p, >0
. X

integralni tekis yaginlashishga tekshiring.
Ushbu x=e* (t<0) almashtirish natijasida integral the‘p‘dt

ko‘rinishga keladis

tre <
epot

bo‘lib, Tthtdt integralga” yaginlashuvchi ekanini ko‘rish mumkin.
e 0

0

Demak, Veyershtrass alomatiga ko‘ra, berilgan integral tekis
yaginlashuvchi.

18.6. Eyler integrallari
1. Beta funksiya (I tur Eyler integrali).
Ushbu B(a,b) = jxa-l(l— x)"*dx (a>0,b>0)«integral beta funksiya
yoki I tur Eyler integrali deb ataladi.

Beta funksiyaning xossalari:
1. B(a,b)=B(b,a).

2. B(a,b)= aigl_lB(a,b—l) (b>1a>0).

2°. B(a,n)= n-1 _n-2 1
a+n-1 a+n-2 a+

(0<a<1).

1B(a,l), neN.

3. Blal-a)=—~"

Sinarx
11
4., BE,D)=nx.
(2 2) m

2. Gamma funksiya (Il tur Eyler integrali).
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Ushbu F(a):Tx“exdx (a>0) integral gamma funksiya yoki Il tur

Eyler integrali deb ataladi.
Gamma funksiya xossalari:

—- . 1:2:3-..-(n=1)
' F(a)—|n|ﬁrpn a(a+1..(a+n-1)

1

2. I'(a+1) =al(a)
2. I'n+1)=n
2
3

LTI =1I)=1.
. I'(a) (0,+o) da uzluksiz va barcha tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega
va

'™ (a) = Tx“ex(ln x)"dx  (n=1,2,...).

iy B(a,b):w
I'(a+b)
5. I'a)['(l-a) =B@l-a)=—"
sin az

Xususan, a:% da
r(%):JE :
Jr

22a—1

Misol. Ushbu

6. F(a)]“(a+%): r'(2a) (0<a<1) (Lejandr formulasi).

integralni hisoblang.
x* =t almashtirish natijasida integral quyidagi ko‘rinishga keladi:

et 1% o5 1%oa o1 1
|:§!Wdt:§!e 1 dt_zlt etdt=— 1)
Yuqoridagi (5) munosabatdan foydalanib |=%\/Z ekanini topamiz.
Demak,
joru-
e dx=—.
) 2
Misol. Ushbu

| = |sin® xcos* xdx

ot—n ¥
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integralni hisoblang.
sinx=+t (t>0) almashtirish natijasida integral quyidagi

ko‘rinishga keladi:

2 1% 3 5
[ (sin? %) (1-sin x)°dx :EI(l—t)Z t2dt =
0 0

= ij.(l—t);_l -t%_ldt :l B(E Zj = im
2 \2'2) 2 I(6)
15
\/_ YT 120 512
M13. Parametrga bog‘liq integrallarga doir mashqglar
1. Quyidagi funksiyalarni berilgan to’plamda limit funksiyasini toping.
1) fx,y) = x“cos%, D={(x,y) ER%:1<x<+90,0<y< +w}, y, =+
2) flx,y) = \/;sinyx—\/y, D =4{&,y) ER*:x €ER*0<y<+w}, y, =+
3)f(x n) =x*", D ={(x,A) ER%:1<x<6,0<86<1, n€EN},n,=o
4) f(x, y)—ﬁ, —{(x,n)€R2:1_<_x<+00, n€ N}, n, =
5) flx,y) —ﬁsm\/_, ={(x,n) eRE <y <+, n€N}, n, =

2. Quyidagi funksiyalarning berilgan to’plamda limit funksiyasini
toping va uni tekis yaginlashishga.tekshiring.

l) flx,y) = e‘yxz, D={(x,y) ER*:1<x < +90,0 <y < +x}, y, = +©

2) flx,y) = ﬁsin%, D ={(x,y) €ER*:x e RE0< y/ < 40}, y, = +

3) fx,n) =x*", D ={(x,n) ER*1<x<80<8 <1 neN} n,=o0

4)f(xy)—ﬁ, ={(x,n) ER*:1<x <+, n E€N},mj =
3. Quyidagi integrallarni hisoblang.
1) lim fl Vx? +oc? dx 2) lim f1+“+
dx . y lrllJEf+I+0<oT)
3) l—)O 0 1+(1+ )n 4) c!(—>0 0 In (x2+0(2) dx
5) (!(1—>0 :“‘ﬁ 6) l}i‘}) f—l 1+x2+oc2
4. Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping
1) F(x,y) = f e " dy 2) F(x,x) = f:;::e“‘/l‘_xz dx

In (1+xx)

3) F(x) —f fx+o, x—)dx 4) F(x) = f:z3+3 dx

3) Fx) = [0 g

5. Quyidagi integrallarni tekis yaginlashishga tekshiring.
1) ff“’%dx, (0 <p < 10)

2) f0+oo e~ *sinx dx, (0 <og<o< +00)

192



S.Hodjiyev, N.O.Jo rayeva, M.M.Hamdamov
3) f+oo arctgxy-arctgxy?x

0 a2 edx, y € [0, +00);
4) f0+°° xe™*’sinxydx, y € R
5) f:oo x*e ¥ dx, (a <x< b)
6) [77 95 v e R

- 14x2
7) f0+oo sinax—sinbx dx, (a>0, b >0)

8) [+ (e_”“‘fﬁx)2 dx, (x>0, B > 0)

X

+00 arctgex
9w

10) f+oo In (<?+x2) dx

0 24x2
6. Eyler iﬁntegrallaridan foydalanib quyidagi integrallarni hisoblang.
1) 1= f0+°°e‘x2 dx
2) I = fgsinzxcos“x dx
3)1= f(;rooxzne"‘2 dx,{n &N)
4) folmdx
5) foo x2Va? — x2 dx, (a>'0)
6) f;ooidx

7) fol,vf—dex, (n>1)

8) f0+oo si;lzzx dox

7. Testlar

1) Parametrga bog’liq integrallarni aniglang.

1) [yt +yHdx 2) [y da 3G +y2)dy

Al B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,3

2) f(x,y) = % bo’lsa qaysi integral [0, 2] kesmada uzluksiz bo’ladi.
Dy fende  2) [} fy)dx 3) J, £, dx

A)l B) 2 C)3 D)1,2 E)1,3

3) flx,y) = % bo’lsa, qaysi integral [1,2] kesmada differensiallanuvchi
bo’ladi.

D fy feyde  2) [ feoy)dx 3) I, f(x,y)dx

A) 1 B) 2 C)3 D)1,2 E)1,3

4) (0,+0) oraligda tekis yaqginlashuvchi integralni aniglang.
1) f0+°° e *sin (xy) dx 2) f0+°° Sll:g dx 3) f0+oo e V%" dx

A) 1 B) 2 C)3 D)1,2 E)1,3

5) To’g’ri tenglikni toping.

1) f;mm’%dx = g 2) [[Pe*dx =n 3) f0+°° cosx?dx = g
A) 1 B) 2 C)3 D)1,2 E)1,3
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6) To’g’ri tenglikni aniqlangan.

1) Bx,y) = B, x) 2) B(x, (=x)) = F(x) - F(1 - x)
3) ()T = B(x,y) - T(x +)

A) 1 B) 2 C)3 D)1,2 E)1,3
7) Beta funksiyaning nechta maxsus nuqtasi bor.

A) 1 B) 2 C)3 D)4 E)5

8) To’g’ri tenglikni aniglang.

1)rn+1) =n! 2) B(a,b) = Fﬁgfg) )r(3)=vr
A) 1 B) 2 C)3 D)L,2 E)L,3
9)To’g’r1 tenglikni aniqlang.

1) Bla,1%a)=—"—(0<a<1) 2)B(55)=n

3) B(a,b) =2==B(a,b - 1), (0>1)

A) 1 B) 2 C)3 D)L,2 E)L,3

19-§. KARRALI INTEGRALLAR

19.1. IkKi‘karrali integral ta’riflari

f(x,y) funksiya (D) c R* sohada berilgan bo‘lsin. Bu sohaning P«
T bo‘linishi va bu bo‘linishlarning har birkvadratlanuvchi (yuzaga ega)
(D,) (k=12,...n) bo‘lagida ixtiyoriy (& 7,) nugta olib,

O-:Zn:f(é:k’nk)Dk (1)

yigindini tuzaylik, bunda b, - (D,) sohaning yuzi.

Odatda (1) f(x,y) funksiyaning integral yig‘indisi yoki Riman
yig‘indisi deb ataladi.

Ta’rif. Ixtiyoriy ¢ >0 olinganda ham, shunday s >0 topilsaki, (D)
sohaning diametri 4, <5 bo‘lgan har ganday bo‘linishi hamda har bir
(D,) bo‘lakdagi ixtiyoriy (£,.,7,) nugtalar uchun

|G—||<8
tengsizlik bajarilsa, u holda funksiya integrallanuvchi va 1 songa f(x,y)
funksiyaning (p) soha bo‘yicha ikki karrali integrali (Riman itegrali)
deyiladi va

j j f(x,y)dD L j j f(x, y)dxdyj
(D) (D)

kabi belgilanadi.
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Misol. Ushbu

[[xydD, (D)={(x,y)eR?*:0<x<10<y<1}
(D)

integralni yuqoridagi ta’rif yordamida hisoblang.
Ravshanki, f(x,y)=xy funksiya (o) da uzluksiz, demak u (p) da

integrallanuvchi bo‘ladi. () sohani x:ﬁ, y:% (i, j=1n-1) chiziglar

yordamida bo‘laklarga ajratamiz va har bir (D,) da ((;,ni)z[%,%j deb

garaymiz. U holda
o=y (& n;)D; =%Zi21=i~n(n_l)~”(”_l) = |ima:%.

4
i—0 j=0 n" i = n 2 2 no>a

bo‘ladi.

19.2. Darbu yig‘indilari

f (x,y) funksiya (D) =R’ sohada berilgan va chegaralangan bo‘lsin.
(D) sohaning biror P*ho‘linishini garaymiz.
m, =infAf N, M, =sup {f(x )}

(x,y)eDy (x,y)eDy

lar yordamida
s=>mb, S=>MD,
k=1 k=1

yig‘indilarni tuzamiz. Odatda bu yig‘indilarsamos ravishda Darbuning
quyi va yugori yig ‘indilari deb ataladi.«p)y sohaning har bir bo‘linishiga
nisbatan (s}, {s} to‘plamlarning chegaralanganligini va s<o<sS
munosabat o‘rinliligini ko‘rish giyin emas.
Ta’rif.
sup{sf=1, inf{S}=1

migdorlar mos ravishda f(x,y) funksiyaning (p) sohadagi quyi ikki
karrali hamda yuqori ikki karrali_integrali deb ataladi.

Ta’rif. Agar f(x,y) funksiyaning (p) sohada quyi hamda yuqgori
ikki karrali integrallari bir-biriga teng bo‘lsa, u holda f(xy) funksiya
(D) sohada integrallanuvchi, ularning umumiy giymati

I=1=1
f(x,y) funksiyaning (p) sohadagi ikki karrali integrali (Riman
integrali) deyiladi va
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j j f(x,y)dD L j j f(x, y)dxdy]

(D) (D)

kabi belgilanadi (19.1 dagi ta’rifga qarang).

19.3. Ikki karrali integralning mavjudligi

Teorema. f(x,y) funksiya (p) sohada integrallanuvchi bo‘lishi
uchun, ixtiyoriy &>0 olinganda ham, shunday s>0 topilib, (D)
sohaning diametri 21 <s bo‘lgan har ganday bo‘linishga nisbatan Darbu
yigindilari

S(f)-s(f)<e
tengsizliknirganoatlantirishi zarur va yetarli.

Teorema. Agar f(xy) funksiya (p) sohada chegaralangan va bu
sohaning chekli sondagi nol yuzali chiziglarida uzilishga ega bo‘lib,
golgan barcha nuqtalarida uzluksiz bo‘lsa, funksiya (p) sohada
integrallanuvchi ho‘ladi.

19.4. IKki karrali integralning xossalari

1°. f(x,y) funksiya (D)ssohada integrallanuvchi va (p) sohaga
tegishli bo‘lgan nol yuzali /L «Chizigdagi (Le (D)) giymatlarinigina
o‘zgartirishdan hosil bo‘lgan, Fxy)==funksiya ham (p) sohada
integrallanuvchi bo‘lib,
[ £(x y)dD = [f.F (x,4)dD

(D) (D)
bo‘ladi.
2°. f(x,y) funksiya (p) sohada berilgan bo‘lib, (p) nol yuzali L
chizig bilan (p,) va (D,) sohalarga ajratilgan bo‘Isin.
Hf(x, y)dD = ”f(x, y)dD, + Hf(x, y)dD,
(Dy)

(D) (D7)
munosabat o‘rinli bo‘ladi.

3°. Agar f(x,y) funksiya (p) sohada integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda cf(x,y) (c=const) ham shu sohada integrallanuvchi va

[[c f(x y)dD=c|[ f(x,y)dD

(D) (D)
formula o‘rinli bo‘ladi.
4°, Agar f(x,y) va g(xy) funksiyalar (p) sohada integrallanuvchi
bo‘lsa, u holda f(x,y)+g(x,y) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi
va
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JITF ey £ g(x y)HD = [[ £ (x, y)dD £ [[ g(x, y)dD
(D) (D) (D)
formula o‘rinli bo‘ladi.
5°. Agarf(x,y) funksiya (p) sohada integrallanuvchi bo‘lib,
IXtiyoriy (x,y) e (D) uchun f(x,y)>0 bo‘lsa, u holda

jj f(x,y)dD >0
(D)

bo‘ladi.
6°. Agar f(x,y) funksiya (o) sohada integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda |f(x,y) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

jj f(x,y)dD

(D)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
7°. O‘rta giymat haqgida teorema. Agar f (x,y) funksiya (D) sohada
integrallanuvchi‘bo‘lsa; usholda shunday o‘zgarmas son
ﬂ[mﬁﬂﬁ M.M =Sup {fx)hm= inf {f(x y)}}

(x,y)e(D) (x,y)e(D)

smf(x, y)/dD

(D)

mavjudki,

[[ £ y)dD= 1D
(D)

formula o‘rinli bo‘ladi, bu yerda "D" (D) sohaning yuzi.

8°. O‘rta gqiymat hagidagi umumlashgan teorema. Agar g(x,y)
funksiya (p) sohada integrallanuvchi bo‘lib, shu sohada o°z ishorasini
saglasa va f(xy) funksiya (p) sohada uzluksiz.bo‘lsa, u holda shunday
(a,b)e (D) topiladiki,

[] 1 (xy)g(x y)dD = f (a,b) [[ g(% y)dD
(D) (D)

bo‘ladi.
19.5. Ikki karrali integrallarni hisoblash

(D) soha ushbu

(D) = {(X y)e R*:a<x<bgp(x)<y< %(X)}’
(¢(x) eCla,b]i=12)

ko‘rinishda bo‘lsin.
Teorema. f(xy) funksiya (p) sohada berilgan va integrallanuvchi
bo‘lsin. Agar xe[ab] da o‘zgaruvchining har bir tayin giymatida
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?5(x)
100 =" [ f(xy)dy

o1 (x)

integral mavjud bo‘lsa, u holda ushbu

b| @ (x)
j { j f(X, y)dy}dx

al ¢(x)

integral ham mavjud bo‘lib,
b| (X
ﬂ f(x,y)dD = j{ jf(x, y)dy}dx

(D) al e(x)

o‘rinli bo‘ladi.
Agar, f(xy) funksiya (D)={xy)eR?:a<x<bc<y<d} sohada
berilgan va uzluksiz bo‘lsa,

I f(xdD = | { [T y)dy}dx =| { [0, y)dx}dy

(D) a a
o‘rinli bo‘ladi.
19.6. Ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish

f(x,y) funksiya (py schada berilgan va uning chekli karrali
integrali
.”' f (X, y)dxdy

(D)
mavjud bo‘lsin. Bu integralda o°zgaruvchlarni quyidagicha
almashtiramiz:
X =@(u,V) )
{y:W(U’V),(u,V)eAeR . (2)
(2) quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1°. (a) ni (D) ga o‘zaro bir giymatli akslantiradi.
2°. o(u,v),w(u,v) funksiyalar (o) sohada uzluksiz, barcha xususiy
hosilalarga ega va bu xususiy hosilalar ham uzluksiz.
f(x,y) funksiya (p) sohada berilgan va uzluksiz bo‘lib, (2)

akslantirish 1°-2° larni qanoatlantirsin. U holda

j j f (X, y)dxdy = j j f ((u, V), (u,v)|1 (u,v)|dudv (3)
(D) (4)
oX OX
crinli _ DY) _lou ov :
formula o‘rinli, bu yerda '(U’V)_D(u,v)_g a_yio (2) ning
ou ov

yakobianidir.

198



S.Hodjiyev, N.O.Jo rayeva, M.M.Hamdamov

(3) formula ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchlarni almashtirish
formulasi deyiladi.
Misol. Ushbu

)G e

integralni hisoblang. Bu yerda
(D)={(x,y)2R2:xzo,yzo,(iJ +[ij sl}.
a b

§:u2’3,l _ e

a b
almashtirishni bajaramiz. Qaralayotgan sohaning obrazi quyidagicha
bo‘ladi:

Quyidagi

(A)={u,v)eR*:u=0v>0u+v<1}
bo‘ladi. Yakobiani esa:

| (UsV) = g—b U3, -2/3
ga teng.
I_J.J'( ( ) [ j]dxdy ”21[3(1 u—v)-u3v?3dudv =
(D) )

:—ju‘1’3duj(1 u-v)- v2’3dv_ngj

_ab 141 (1) (2) 2.3
------ —F—:—ﬂab
2 233 \3/13) 27

19.7. Uch karrali integrallar

(l_u)4/3u—1/3du —

0

f(x,y,z) funksiya R® fazodagi chegaralangan (v) sohada berilgan
bo‘lsin. (v) sohaning p bo‘linishini garaylik. Bu bo‘linishning har bir
v,) (k=123....n) bo‘lagidan ixtiyoriy (¢.7,.¢,) nugta olib, quyidagi

U:Zn:f (‘fkfﬂk’;k)vk

integral yig‘indini tuzamiz.

Ta’rif. Ixtiyoriy ¢ >0 olinganda ham, shunday s > o0 topilsaki, (v)
sohaning diametri 1<s bo‘lgan har ganday bo‘linishda hamda har bir
(v,) bo‘lakdagi ixtiyoriy (&,7,.¢,) nugtalar uchun

|O'—I|<g
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tengsizlik bajarilsa, u holda 1 ga f(x,y.z) funksiyaning (v) bo‘yicha
uch karrali integrali deyiladi va

1T f(xy.2)av (mux,y,z)dxdydz]
V) )

kabi belgilanadi.

Endi (v) soha-pastdan z, =¢,(x,y), yugoridan z,=g¢(x,y) sirtlar
bilan, yon tomondan o0z o‘qiga parallel silindrik sirt bilan
chegaralangan soha bo‘lsin. Bu sohaning oxy tekisligiga proyeksiyasi
(D) bo‘lsin.

Agar, f(x,y,z) funksiya (v) sohada uzluksiz bo‘lib, z =¢,(x,y) (
i=1,2) funksiyalar (p) da uzluksiz bo‘lsa, u holda

[[[#x, v, 2)dxdydz = ”[gﬁf)f (X, V., z)dz}dxdy
)

DI\ @& (x)
bo‘ladi.
Agar
(D) ={(x y)€R? "< x<b,p, () < y < 0, ()]
bo‘lib, ¢.(x) (i=12) funksiyalar [a,b] da uzluksiz bo‘lsa, u holda

f(x,Y, z)dxdydz:b " %(nyf)(x, y,2)dz [dy |dx
)

al.aX)\ o (xy)
bo‘ladi.
Misol. Ushbu
2 2 2

1
X*+y?+2° =2az, x*+y?=1% x2+y2=§z2

sirtlar bilan chegaralangan sohaning hajmini toping.
Izlanayotgan hajm

V= ﬂ j dxdydz
)

formula orgali topilib, bunda (v) yuqgorida berilgan sirtlar bilan
chegaralangandir.
Sferik koordinatalar sistemasidan foydalanamiz:
V = [[[ dxdydz [[[ p* sin odpdpd o
V)

(4)

(A):{(p,(o,9)203(0<272', %ses%, OerZacose}.

Demak, bu yerda
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71'

Y :Td jf |nédezaTS;2dp _16—Icos Asinalo =
0 V4
6 6
=16@3f os® @ (cosd) =~ z-a’(kub _bir)
31 12
6

M14. Karrali integrallarga doir mashqlar
1. Takroriy integralni hisoblang:

1) [ dx [ (x +y) dy 2) [ dx [ xydy
3) f: dx flz x%y dy 4) fol dx foz x%y?dy
5) ;" dx [ xy? dy 6) [ dy [/
7) J.dy.f(x2+2y)dx 8) _[dy I(x+2y)dx
! J(><+ y)’ 10) jd(pas.{:,dr
11) [do [r’sin’ par 12) [ dx j JI—x2 —yZdy
2. Quyidagi integrallarni integrallash tartibini o’zgartiring.
1) Id(p J'r sin? pdr 2) Idx jf(x,y)dy
3) j dxj £ (x, y)dy 4) [ax [ f0cTy
4 e
5) j dx jf(x y)dy 6) j dy [ f(x, y)dx

3. Quyldagl integrallarni hisoblang.

1) ”(x+ y)dxdy, D={0<x<11<y<2}
©)

2) nye’dxdy, D={0<x<2,1<y<3}
©)

3) I.[(x3y+xy3)dxdy, D= {(x, y) e R?:x>0,y>0,4x* —3y> <4, 4y* —3x* 34}
©)

~3xy? +2
4) jj Xy 2y dxdy, D soha y=

1 4
X2 V2

7o Y=x-1, y=x+1 chiziglar

y Y=
bilan chegaralangan.
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5)  [J (¢ +y?)dxdy

4. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan sohalar yuzalarini hisoblang
(ikki karrali integral yordamida).

1) y=2x, 2x-y=7, x-4y=-7 x-4y=-14

2) y2=Xx, y=x+2, y=2 y=-2

3) X' +y* =1 x+y=1, y:% (x>0, yz%)

4) y=(x-1% y*+x* =1

5) y=4-x* 3x-2y-6=0

5. Qutb keordinatalarini kiritib quyidagi chiziglar bilan chegaralangan

shakl yuzinihisoblang.
1) x*+y*-2ax=0 ya x* +y*~2ay=0

2) x*+y*—2ax=0 ya X +y*—a’y =0

3) x*+y*=r®va x¥ty’ -2ry=0,x=0

4) (x*+y?) =2a*(x*y?)

6. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismlar hajmini hisoblang.
1) y=x* y=1 x+y+z==4pz=0,

2) 2=y X" y=-2 y=2

3) x*+y?=a’ x+y+z=2a, z=0

4) x+y+z=4 x=3, x=0,y=0, y=2,42=0

5) y=x* y+z=2 2=0

6) z=3-x"-y* z=0

7) y=x* z=x*+y* z=0 y=1

8) z=x"+y* x+y=1 x=0,y=0 2=0

7. Qutb koordinatalar sistemasiga o’tish yo’li bilan quyidagi sirtlar
bilan chegaralangan jismning hajmini hisoblang.

2 2
1) Z=4_X2_y2’ Z:2+X—+y

2

2) X?+y?+2-4=0 z=0

X2 y2 ZZ

3wt

4) z=x"+y? x*+y?=x x*+y?’=2x z=0
5) y=+x, y=2Jx, x+z2=0, z2=0
6) z=x"+y? y=x’ y=1 z=0,

8. Takroriy integralni hisoblang.

1) jdledyj‘(x+ y +2)dz 2) jdx_lfdyj(3x+ y+22)dz

=1 a>0,b>0, ¢c>0
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X+2y X2 +y

3) dejdy J-dZ 4) Idxjdy J‘zdz

Q. Uch karrall integralni hisoblang.

1) J[[@x+y-2)dxdydz, (V) 0<x<1, 0<y<1 0<z<1
)

2) ”.[(x+y+z)dxdydz, (V) 0<x<a, 0<y<b 0<z<c
V)

3) m(3x+2y+z)dxdyd2, (V) 0<x<1, 0<y<2 0<z<3

4) IH 1+ixf>;djz (V) 0<x<3 0<y<2 0<z<1

5) HIXYZZSdXdde, V) z=xy, y=Xx, x=1,2=0
v)

6) [[[ O +y*)ydxdydz, (v) x*+y* =2z, z=2 sirtlar bilan chegaralangan.
(D]

10. Sferik koordinatalar Kiritib, uch karrali integralni hisoblang.
1) z=0
1) [[[x*dxdydz, x* +y* +&* <R*sShardan iborat.

)

2) ﬂj(x2 +y? +2%)dxdydz, x* ¥y? +22< R? shardan iborat.

3) ﬂj(x +y?)dxdydz, x*+y? +2° <R? (z>0)yarim shardan iborat.

4) m'w/x +y? +2%dxdydz,, x*+y?+2z? <R% shardan iborat.

(D]
Testlar
1) Qaysi belgi n-karrali integral belgisi (G =R™).

n—marta

1. jf(x)dx; 2. [[f foodxdx,..dx,; 3. J'f(xl,x2 ..... X )dx,dx,.. dx_

G

A)l B)2 (€3 D172 E)1,2,3

2) f(x) va g(x) funksiyalar G «r" da integrallanuvchi, «, g o‘zgarmas
sonlar bo’lsa, to‘g‘ri tenglikni toping (G, UG, =G).

1. I(f(x)—g(x))dx:jf(x)dx—.[g(x)dx

2. Tag(x)dx = aj g(x)dx

<[] f (0fdx
A)l B) 2 C)3 D)12 E)1,2,3

203



Matematik analizdan gisqa kurs

3. f(x) va gx) funksiyalar c crR" da integrallanuvchi, «, g o‘zgarmas
sonlar bo’lIsa, to‘g‘ri tenglikni toping (G, UG, =G).

1. jf(x)dx: j f (X)dx + J.f(x)dx

2. j f (x)dx = j f (X)dx — j f (x)dx

G

3. j f(x)dx = [ £ (x)dx— jf(x)dx

Al B) 2 C)3 D) 1,2 E) 123
4. f(x,y) funksiya a<x<b, c<y<d sohada integrallanuvchi. if(x,y)dx

a

yele,d] ‘uchun Tf(x,y)dy xela,b] uchun integrallanuvchi bo’lsa,

ﬁf(x, y)dxdy ga tengsfodani toping.

1. dejf(x, y)dy 2. jdyif(x, y)dx 3. idxjf(x, y)dy
A)l B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,2,3
5. G=1{(xy):0<x<1 x* <y <1f bo'lsayf[ x*dxdy ni toping.
A)l B) 2 C)3 D)41,2 E)1,2,3

6. y=x* y=2x*, xy=1, xy=2 chiziglar bilan .chegaralangan sohada ikki
karrali integralni hisoblash uchun ganday.almashtirish bajarish kerak?
1'§:yX72177=Xy 2"§:yile77=Xy 3.§=yX_1,77=Xy

Al B) 2 C)3 D)12 E) 1,23

7. Qutb koordinatalar sistemasiga o’tishning yakabianini aniglang.

1. r 2. r’siny 3. r2cosy

Al B) 2 C)3 D)12 E)1,2,3

8. H e dXdy _ integral yaqinlashuvchi bo’ladigan « ning giymatini
0<x? +y <R? +

toping.

1. a<1 2. a=1 3. a>1

Al B) 2 C)3 D)12 E)1,2,3
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20-§. EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

20.1. Birinchi tur egri chiziqgli integral

AB egri chizigda f(xy) funksiya T % p
aniglangan bo‘lsin. "4,

Bu egri chizigning P={A,A,.A} A
bo‘linishini va uning har bir o A _ yoyida 4 -
ixtiyoriy (&.7) nugta (k=012,...n-1) olamizva " =
quyidagi 28-rasm

o= f §k ﬂk)Ask (1)

yigtindini tuzamiz. as, a A . yoyning uzunligi. Odatda (1) integral
yig‘indi deyiladi.

Ta’rif. Agar 4, >0 da o yig‘indi chekli limitga ega bo‘lsa, u
holda f(x,y) funksiya AB egri chizig bo‘yicha integrallanuvchi, limit
esa f(x,y) funksiyaning,birinchivtur egri chizigli integrali deyiladi va

jf(x, y)ds

AB

kabi belgilanadi:
jf(x Vds= (i f(E s,

Ap—01 k=0

Integralning mavjudllgl. Faraz gilaylik® AB egri chiziq ushbu
X=X(s), y=Y(s) (0<s=3) (2)
sistema bilan Dberilgan bo‘lsin. Bunda “s-aQ’ yoyning uzunligi
Q=(x,y)eAB, S esa ABning uzunligi.
Teorema. Agar f(x,y) funksiya AB egri chiziqda,berilgan va
uzluksiz bo‘lsa, u holda uning AB bo‘yicha birinchi tur egri chizigli

integrali mavjud va
[ £06y)ds =] £(x(s), y(s))ds

bo‘ladi.
Endi AB egri chizig ushbu
x=p(t), y=y(t) (@<t<p) 3)
sistema bilan (parametrik formada) berilgan bo‘lsin.
Teorema. Agar f(x y) funksiya AB da berilgan va uzluksiz bo‘lsa,
u holda uning AB bo‘yicha birinchi tur egri chizigli integrali mavjud va

205



Matematik analizdan gisqa kurs

B
[ £Ounds=] f(p®).w 1)V @) +y” (M)t (4)
bo‘ladi.
20.2. Birinchi tur egri chiziqli integralning xossalari

Agar f(x,y) funksiyaning AB bo‘yicha birinchi tur egri chizigli integrali mavjud
bo‘lsa, u holda quyidagi xossalar o’rinli bo‘ladi:
1°. Agar AB=ACuUCB bo‘lsa, u holda
j f(x,y)ds= [ f(x,y)ds+ [ f(x y)ds
CcB

bo‘ladi.
2°.Ushbu
j C-f(x,y)ds=C j f (x, y)ds (C-const)

tenglik o‘rinli.
3°. Quyidagi
JIFOCY) £ g(x, s = [ £(x,y)ds+ [g(x y)ds

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
4°. Agar ixtiyoriy (x,y) e AB“daf (x,y) >0 bo‘lsa, u holda
'[f(x, y)ds=>0

bo‘ladi.
5°. |f(x,y) funksiya AB da integrallanuychi bo‘lsa, u holda
J'f(x, y)ds

AB

< I|f(x, y)|ds
bo‘ladi.
6°. Shunday (c,,c,)e AB nuqta topiladiki,
If(x, y)ds= f(c,,c,)-S
bo‘ladi, s bunda AB ning uzunligi.

Integralni  hisoblash. Egri chizigli integrallar Riman
integrallariga keltirib hisoblanadi. Bunda

B
[ £ y)ds=] f (p(t),w (O™ )+ )t (5)
hamda quyida keltirilgan formulalardan foydalaniladi.
Aytaylik, AB egri chizig ushbu
y=y() (a<x=b y@=-A yb)-B)

tenglama bilan aniglangan bo‘lsin, u holda
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[ £0y)ds =] 106 yOOWL+y? (x)dx (6)

bo‘ladi.
Endi AB egri chizig ushbu
p=p0) (6,<0<86,)
tenglama bilan (qutb koordinata sistemasida) berilgan bo‘lib, p()
funksiya [6,,6,] da uzluksiz ,'(¢) hosilaga ega bo‘lsin. Agar f(xy)
funksiya shu AB da berilgan va uzluksiz bo‘lsa, u holda

I f(x,y)ds= f f(pcosd, psin O)/ p? + p2do (7)

bo‘ladi.
Misol. Ushbu
[@/x -3 y)ds

birinchi tur egri ¢hizigli‘integralni hisoblang, bunda AB tekislikning
A=(-10), B=(0,1) nugtalarinishirlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi.
Ravshanki, A va B.augtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi
y=xXt1
bo‘lib, berilgan integral esa
y=Xx+1 -A<Xx=<0

kesma bo‘yicha olingan integral bo‘ladi.
Unda (6) formulaga ko‘ra

j(4§/§—3ﬁ)ds=i(4§/§—3\/x+1) 1+ (x¥1)2dx
ga teng. Keyingi integralni hisoblaymiz:
_T(4§/§—3\/x—+1)\/§dx=\/§{3-x:—2(x+1)2} =52

Demak,
[@/x-3y)ds=-5/2

20.3. Birinchi tur egri chiziqli integral tatbiqlari.

Birinchi tur egri chizigli integrallar yordamida yoy uzunligini,
jJismning massasini, og‘irlik markazlarini toppish mumkin.

1°. Tekislikda to‘g‘rilanuvchi AB egri chiziq berilgan bo‘lsin.
Uning uzunligi ushbu
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S= J.ds
formula bilan topiladi.
2°. Tekislikda to‘g‘rilanuvchi AB egri chizig‘i bo‘yicha massa
targatilgan bo‘lib, uning zichligi p=p(x,y) bo‘lsin. Bu egri chizigning
massasi
m= [ p(x y)ds,

og‘irlik markazining koordinatalari esa
1 1
Xo = [ p(x,y)ds,yo = [y~ p(x, y)ds
m AB m AB
formulasorqali topiladi.

20.4. IkKinchi tur egri chiziqli integrallar xossalari

AB egri chizigning P={A,,A,.., A,} bo‘linishini va uning har bir
A A, Yoyidadxtiyoriy¢,.n ) nugta olib funksiyaning shu nugtadagi

qiymati  f(&.n) NI a Ag, NINg Ox (OY) o‘gidagi  Ax,(ay,)
proyeksiyasiga ko‘paytirib, quyidagi yig‘indini tuzamiz:
O-':Zf(‘fk’nk)AXk (G”:Zf(ék’nk)Ayk)

Ta’rif. Agar 1, -0 da o' yig‘indi(s% yig‘indi) chekli limitga ega
bo‘lsa, u holda f(x,y) funksiya AB egri chizigbo‘yicha integrallanuvchi
deyiladi. Bu limit f(x y) funksiyaning tkkinchi tur egri chizigli integrali
deyiladi va

[fyydx ([ f(xy)dy)

kabi belgilanadi.
Integralning mavjudligi. Faraz gilaylik, AB ushbu
x=g(t), y=y@®) (a<t<p)
sistema orqali berilgan bo‘lsin.
Teorema. Agar f(xy) funksiya AB egri chiziqda berilgan va
uzluksiz bo‘lsa, u holda uning AB bo‘yicha ikkinchi tur egri chizigli
integrali mavjud bo‘lib

B B
[ £ y)dx =] Fp(t).p ()e' Bt ( [fouydy=]f (qo(t),w(t))l//'(t)dtJ
bo‘ladi.
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Teorema. Agar P(x,y) va Q(xy) funksiyalar AB da berilgan va
uzluksiz bo‘lsa, u holda bu funksiyalarning ikkinchi tur egri chizigli
integrallari mavjud va

[P0 y)dx+Q(x y)dy = [[P(o(®),w (1) (1) + Qle(t).p (D) (1) it
bo‘ladi.
20.5. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar xossalari

1°. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar integrallash egri
chizig‘ining yo‘nalishiga bog‘liq bo‘ladi:
jf(x y)dx = — jf(x y)dx; jf(x y)dy =— [ f(x y)dy.

AB

2°. Agar AB egri ch|2|q OX (ov) o‘giga perpendikulyar bo‘lgan
to‘g‘ri chiziq kesmasidan iborat bo‘lsa, u holda

J.f(x,y)dx:o Uf(x,y)dy:Oj

3°. Agar f(xy) funksiya AB da integrallanuvchi bo‘lib,
AB=ACuUCB bo‘lsa,
j f(x, y)dx = j f(X, y)dx + j f(x, y)dx

bo‘ladi.
4°. Agar f(x,y) funksiya AB da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
j Kf (X, y)dx = K j f (x¢y)dx

bo‘ladi, bunda k = const .
5°. Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar AB/da integrallanuvchi

bo‘lsa, u holda
JIf oy g0y Bx = [ £ y)dx£ [g(x y)dx

bo‘ladi.
Misol. Ushbu
.[yzdx+ x*dy
integralni hisoblang, bunda AB egri chiziq :_szE,/_j:l ellipsning yugori
yarim tekislikdagi gqismidan iborat.

Bu ellipsning parametrik tenglamasini yozamiz:
X =acost

y =bsint
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A=(a, 0) Nugtaga parametrning t=0 giymati B=(-a, 0) nuqtaga esa t=r

giymati mos kelib, t parametr 0 dan » gacha o‘zgarganda (x,y) nuqta A

dan B ga garab ellipsning yuqori yarim tekislikdagi gismini chizadi.
PO, Y) =Y, Qxy)=x?

funksiyalar esa AB da uzluksiz.

J.yzdx+ xzdy:j'[b2 sin’t-(—asint)+a’cos’ t-bcost hit =
AB 0
abj(acosst—bsin"‘t)dt = —gab2
0

20.6. Grin formulasi
Teorema. P(x,y) funksiya D (b=DuéD) sohada berilgan va
uzluksiz bo‘lsin. Agar bu funksiya b sohada uzluksiz &%)

Xususiy

hosilaga ega bo‘lsa, u holda

,[ P(x, y)dx = _J'J' oP(x,y)

dxdy

bo‘ladi.
P(x,y) Va Q(x,y) funksiyalar p/da berilgan va uzluksiz bo‘Isin. Agar bu

funksiyalar D da uzluksiz ap(@’;’y),an(’y) xususiy hosilalarga ega

bo‘lsa, u holda quyidagi Grin formulasi o‘rinli:

[PCx y)dx+QEx, y)dy = [ (5Qg)‘(' . apg;, )ixdy .

Teorema. Q(x,y) funksiya G sohada berilgan/'va uzluksiz bo‘lsin.
Agar bu funksiya G sohada uzluksiz % Xususiy hosilaga ega

bo‘lsa, u holda
ey = [[ 2P axay

bo‘ladi.
Quyidagi tasdiglar o‘rinli:

1°. Agar D sohada P&Y) -

an:(, Y) ho‘lsa, u holda D sohaga

tegishli bo‘lgan har ganday K yopiq chiziq bo‘yicha olingan integral
ifP(x, y)dx+Q(x,y)dy =0

bo‘ladi.
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2°. Agar D da tegishli bo‘lgan har ganday K yopiq chiziq
bo‘yicha olingan integral uchun
§ P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0

bo‘lsa, u holda
J.P(x, y)dx + Q(x, y)dy (AB — D)

integral A va B nugtalarni birlashtiruvchi egri chizigga bog‘lig
bo‘lmaydi.
3°. Agar ushbu
_[P(x, y)dx +Q(x, y)dy (AB c D)

integral A "va B nugqtalarni birlashtiruvchi egri chizigga bog‘lig
bo‘lmasa, u holda

P(x, y)dx+Q(x, y)dy
ifoda D sohada berilgan biror funksiyaning to‘liq differensiali bo‘ladi.

4°. Agar

P(xsy)dx+Q(x, y)dy
ifoda D sohada berilganbiror funksiyaning to‘lig differensiali bo‘lsa, u
holda

PR(xY) — 9Q(x, y)

oy OX

bo‘ladi.
Misol. Ushbu
§(3x2 + y)dx+(x—2y2)jy =0

tenglikning o‘rinli bo‘lishini isbotlang, bunda k' egri chiziq uchlari
(0;0), (1;,0), (0;1) nugqtalarda bo‘lgan uchburchak konturdan iborat.
Berilgan integralda
P(x,y) =3x>+Vy, Q(x,y)=x-2y2.
Bu funksiyalar tekislikda uzluksiz hamda
PXy) _, QXY _y
oy OX
uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lib,
oP(x,y) _ 0Q(x.y)
oy OX
Unda yuqoridagi 1°-tasdigga binoan P(x,y)dx+Q(x,y)dy ning Yyopiq
kontur bo‘yicha (berilgan uchburchak konturi bo‘yicha) integrali nolga
teng bo‘ladi:

211



Matematik analizdan gisqa kurs

§(3x2 +y)ix+(x—2y* by =0

k

20.7. Sirt integrali

Fazoda ushbu
z=12(x,Y) (1)
tenglama bilan aniglangan (s) sirt berilgan bo‘lsin. Bunda z(x,y)
funksiya (D) sohada ((D) = R?) berilgan funksiya bo‘lib, u shu sohada
uzluksiz z,(xy), z,(x,y) hosilalarga ega.
Ma’lumki, bunday sirt yuzaga ega bo‘lib, quyidagi

S = J.I\/lJr Z’i(x, y) + Z’i(x, y)dxdy
(D)

formula orgali hisoblanadi.

20.8. Birinchi tur sirt integrallari

f(x,y,z) funksiya4sy sirtda ((s)<R?®) berilgan bo‘lsin. Bu sirtning
P bo‘linishini va bu (bo‘linishning har bir (s,) bo‘lagida (k=12,...n)
ixtiyoriy (¢,.n..¢.) nuqtani<@laylik. Berilgan funksiyaning (&,,7.<\)
nuqtadagi giymati (&,7,.¢, ) NLAS). sirtning s, yuziga ko‘paytirib,
quyidagi yig‘indini tuzamiz :

o — Zn:f gk s é,k (1)
Odatda (1) integral yigindi deyiladi.

Ta’rif. Agar 4, -0 da f(xy,z) funksiyaning.integral yig‘indisi o
chekli limitga ega bo‘lsa, f(x,y,z) funksiya/ (s) sirt bo‘yicha
integrallanuvchi deyiladi. Bu yig‘indining limiti 1 esa f(xy,z2)
funksiyaning birinchi tur sirt integrali deyiladi va

Hf(x, y,z)ds

()

kabi belgilanadi:
[[fy.2ds =lim > f (Eon g S

(S) Ap—>0 k=1

20.9. Birinchi tur sirt integralining mavjudligi
Teorema. Agar f(xy,z) funksiya (s) sirtda berilgan va uzluksiz
bo‘lsa, u holda uning (s) sirt bo‘yicha birinchi tur sirt integrali
_Uf(x, y,z)ds

()
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mavjud bo‘lib
.”' f(x,y,z)ds = J'j f (X, Y,2(X,y))x \/1+ 72(x,y)+ Z'yz(x, y)dxdy (1)

(S) (D)

bo‘ladi.
Teorema. Agar f(x,y,z) funksiya (s) sirtda berilgan va uzluksiz
bo‘lsa, u holda uning (s) sirt bo‘yicha birinchi tur sirt integrali

_U f(x,y,2)ds
(S)
mavjud bo‘lib,

H f(x,y,z)ds= J.J. f(x(y,z),y,z)x \/1+ Xf(y, 7)+ Xj (y, z)dydz
(s) (D)

bo‘ladi.
20.10. Birinchi tur sirt integralining xossalari

1°. Agar f(xy,z), funksiya (s) sirt bo‘yicha integrallanuvchi
bo‘lib, (s)=(s,)Uts,) be‘lsa, u holda
ﬂf(x, Y, z)ds'—‘ﬂf(x, y,z)ds + Hf(x, y,z)ds

(s) (S1) (S2)
bo‘ladi.
2°. Agar f(xy,z) funksiya (s) sirt bo‘yicha integrallanuvchi
bo‘lsa, u holda cf (x,y,z) ham (c=const )Shussirt bo‘yicha integrallanuvchi
bo‘ladi va
Uc- f(x,y,z)ds =c: _U f(X,Y,2)ds

(S) (S)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
3°. Agar f(x,y,z) va g(xy.z) funksiyalaming har biri (s) sirt
bo‘yicha integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f(x,y,z)#*g(x,y,z) ham shu sirt
bo‘yicha integrallanuvchi bo‘lib,
[[lfuy.2) £ 9(x v, 2)]ds = [[ f(x,y,2)ds = [[ g(x,y, 2)ds

) ©) )
bo‘ladi.
Misol. Ushbu
”|xyz|ds

(S)
integralni hisoblang, bunda (s) sirt z=x*+y? aylanma paraboloidning
z =0,z =1 tekisliklar orasidagi gismi.
Ravshanki, (s) sirtning oxy tekislikdagi proyeksiyasi
(D) = {(x, y)eR*:x* +y° sl}
doiradan iborat bo‘ladi.
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(3) formuladan foydalanib topamiz:

”|xyz|ds = mxy(xz + yz)‘,/1+ 2,2+ 7,7 dxdy = H(x2 + y2)|xy|\/1+ A(x"? + y'*)dxdy .

(S) (D) (D)
Ikki karrali integralni hisoblashda quyidagi almashtirishni bajaramiz:
X = pCOoSp,y = psSing 0<p<10<p<27).
Natijada

J.I(x2 + y2)|xy|\/1+ 4()(‘2 + y‘z)dxdy =

(D)

L 1
(I(pcos(/"psm @-p°y1+p° )dede =2[p®\1+4p’dp= —12%30_1
\ 0

bo‘ladi. " Demak,

4

O o [y

1255 -1
T

ds=
E[S.|;|xyz| S 220

20. 11. Birinchi tupsirt integralining ba’zi bir tatbiqlari
1°. (s) sirtning yuzi
Si= H ds

(S)
formula bilan topiladi.
2°. Agar (s) sirt bo‘yicha zichligi  p(x,y,z) bo‘lgan massa
targatilgan bo‘lsa, unda (s) sirtning massasi

m= ﬁ o(X3y, z)ds
(s)

formula orgali topiladi.
3°. (s) sirtning og‘irlik markazining koordinatalari

== [[5p00y. 205 v = [[yp(xy,2088, 2,5 = [[2p(x,y,2)s

() (S) ()
bo‘ladi.
4°, (s) sirtning ox, oy, oz koordinata o‘glariga nisbatan
inertsiya momentlari mos ravishda ushbu

I, = ﬂ(zz +y))p(x,y,2)ds, 1, = ”(x2 +yH)p(x,y,2)ds, |, = H(z2 +x2)p(X, Y, 2)ds
©) (s)

formulalar bilan topiladi.
(s) sirtning ox, oy, oz koordinata tekisliklariga nisbatan
inertsiya momentlari mos ravishda quyidagicha bo‘ladi:

l,, = HZZp(X, y,z)ds, 1, =” y2p(x,y,2)ds, 1, =jIX2p(X, Y, z)ds.
© ) ©)
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20.12. IkKkinchi tur sirt integrallari.

f(x,y,z) funksiya (s) sirtda berilgan bo‘lsin. Bu sirtning p

bo‘linishini va bu bo‘linishning har bir (s,) bo‘ligida (k=12...n)

ixtiyoriy (£,.n..¢,) nugtani olaylik. Berilgan funksiyaning (&,,7,.<,)

nugtadagi  f(¢&.n.¢) Qiymatini  oxy (ovz,ozx) tekislikdagi

proyeksiyasi (D,) ((D;)), (D)) ningyuziga ko‘paytirib, quyidagi integral
yig‘indini tuzamiz :

o= Zf ‘fk M évk
k=1

[a':if@wm,Q) Dk’allzzf(gk’nk’é/k) Dk}

Ta’rif. Agar 4, -0 da f(xy,z) funksiyaning integral yig‘indisi o
(o',c") chekli limitga ega bo‘lsa, f(x y,z) funksiya (s) sirtning tanlagan
tomoni bo‘yichadintegrallanuvchi deyiladi. Bu yig‘indining limiti 1 esa
(1’1", f(x,y,z) funksiyaning .(s) sirtning tanlangan tomoni bo‘yicha
ikkinchi tur integrali deyiladiva

'U f(x,y,z)dxdy [H f(xyy, 2)dydz, ” f(x,Y, z)dzde
(S) (S) (S)

kabi belgilanadi:
[[ foy.2axdy=1im > f (G i) - D

(S) Ap—0 k=1

[ﬂf(xyndydz—hme@k M0G0 [[ Oy dix=gim Y f & . fk)DJ

(S) (S) Ap—0 k=1

20.13. Ikkinchi tur sirt integralning/mavjudligi

Teorema. Agar f(x,y,z) funksiya (s) sirtda berilganwa uzluksiz
bo‘lsa, u holda uning (s) sirt bo‘yicha olingan ikkinchi tursirt integrali

j j f(x, y, z)dxdy
(S)
mavjud bo‘lib,

[ (xy. 2)dydz = [[ £(x(y.2).y,2)dydz
(s) (D)

bo‘ladi.
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20.14. IkKinchi tur integralning xossalari

1°. Funksiyaning (s) sirtning bir tomoni bo‘yicha olingan ikkinchi
tur sirt integrali, funksiyaning shu sirtning ikkinchi tomoni bo‘yicha
olingan ikkinchi tur sirt integralidan fagat ishorasi bilan farq giladi.

2°. f(x,y,z) funksiyaning yasovchilari oz o‘giga parallel bo‘lgan
silindrik (s) sirt bo‘yicha ikkinchi tur sirt integrali

j j f (X, y, z)dxdy
(S)

uchun
H f (x,y,z)dxdy =0

(S)
bo‘ladi.
Integralni hisoblash. Ikkinchi tur sirt integrallari ikki Kkarrali
integrallarga keltirib hisoblanadi:

[ £ 0,3 2)dxdy = [[ £(x,y, 206, y))dxdy, (@)

(s) (S)
[[ 106y, 2)dydz= [ £ (x(y,2),y,2)dydz,  (2)
(S) (S)
[ £y, 2ydzdx = ff £x,y (2. %), 2)dzdx. ~ (3)
(S)

Misol. Ushbu

”(é + y_: + szdxdy
mla” b
integralni hisoblang, bunda (s) sirt

X_2+y_2+£:1

a’> b* c¢?
ellipsoidning z =0 tekislikdan pastda joylashgan:qismi bo‘lib, integral
shu sirtning pastki tomoni bo‘yicha olingan.

Ma’lumki, (s) sirtning tenglamasi
Z=-C 1—)(—2—y—2
b2
bo‘lib, uning oxy tekislikdagi proyekS|yaS|

(D)={(x,y)e R X +y—§—l}
a> b

bo‘ladi.
(1) formuladan foydalanib,

2 2
Z|‘sj)(—+—+kz]dxdy—-(jlsf)( +__kCW/1_%_Z ]dxdy
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bo‘lishini topamiz. Integral (s) sirtning pastki tomoni bo‘yicha
olinganligi sababli sirt integrali minus ishora bilan olinadi.
Endi

2 2 2 2 2 2
(I —+——kc1/1———y—2 axdy = [[| key1- 25 %5 -5~ X ldxdy
ol a a’ b o) a b° a° b

ikki karrali integralni hisoblaymiz. Bu integralda o‘zgaruvchilarni
x =apcosep,y =bpsing Kabi almashtirib topamiz:

1

[[| e 1_X_z_y_2_:_z_y jdxdy T([(kc,/l P’ —p )abpdpjd(p_

(D) b

2 1 2 4
= ab [|\[ kep 1—p2—p3)dpd¢=2ﬂab —E-M—% ZZMb(E—%j.
0

Demak,

H( =+ kzjdxdy = 2rx- ab(ﬁ—lj
) 3 4

20.15. Birinchi vasikKinchi tur sirt integrallari orasidagi
bog‘lanish

(s) sirtda P(x,y,z), Q(x,y2), R(x,¥,z) funksiyalar berilgan bo‘lsin.
Unda
ushbu

H P(x,y,z)dydz +Q(x,y, z)dzdx + R(X, ¥, z)dxdy =
(8

= ﬂ[P(x, y,z)cosa +Q(X,y,z)cosf + R(X, y,z)cosy]ds
(%)

formula o‘rinli bo‘ladi.

20.16. Stoks formulasi

Stoks formulasi sirt bo‘yicha olingan integral bilan shu sirtning
chegarasi bo‘yicha olingan egri chizigli integralni bog‘lovchi
formuladir.

Fazoda ikki tomoni sillig (s) sirt berilgan bo‘lib, uning chegarasi
a(s) esa bo‘lakli-sillig egri chizigdan iborat bo‘lsin. (s) sirtda p(x,y,z),
Q(x.v.2), R(x,y,2) funksiyalar aniglangan. Bu funksiyalar (s) da uzluksiz

hamda barcha argumentlari bo‘yicha uzluksiz xususiy hosilalarga ega
bo‘lsin. U holda ushbu
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fP(x, y,2)dx+Q(X,y,z)dy + R(x, y,z)dz =

a(s)
] B—Q —@}dxdy+ {@ —@}dydz + [@ —%}d zdx
HLOX oy oy oz 0z 0OX
formula o‘rinli bo‘ladi. Bu Stoks formulasi deyiladi.

Birinchi va ikkinchi tur sirt integrallarini o‘zaro bog‘lovchi
formuladan foydalanib, Stoks formulasini quyidagicha ham yozish
mumkin:

§P(x, y,2)dx+Q(X, y,z)dy + R(x,y,z)dz =

a(s)

o

(S)

Misol. Ushbu

:f(y +2)dx + (z + x)dy + (x + y)dz

integralni hisoblang, bunda k yopiq chiziq bo‘lib,

X = asin?t,y = 2asintcost,z =acos’t (0<t<2x)

ellipsdan iborat.
Bu integralni Stoks formulasidan foydalanib hisoblaymiz.
P=y+z2,/Q0=z+X, R=Xx+Yy
bo‘lib,
P P . Q
—=1—=1==
oy 0z 0z ax ax
bo‘ladi. (3) formulaga binoan
f(y+z)dx+(z+x)dy+(x+ y)dz =

[[[t-1)cosa +(1-1)cos g +(1-1)cosy fs = 0

bo‘ladi.
20.17. Ostrogradskiy formulasi

Fazoda, pastdan z=g¢,(x,y)tenglama bilan aniglangan silliq (s,),
yuqoridan z=g¢,(x,y) (2, (x.y)<0,(x,y)) tenglama bilan aniglangan silliq
(s,) sirtlar bilan, yon tomonlaridan esa oz o‘qiga parallel bo‘lgan
silindrik (s,) sirt bilan chegaralangan (v) sohani garaylik. (v) da Rr(x,y,z)

funksiya aniglangan va uzluksiz bo‘lib, () da uzluksiz
oR(x,Y,2)
0z
xususiy hosilaga ega bo‘lsin. U holda
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(I] aR(X y 2) dxdydz= [[ROx, y, 2)dxdly (1)

V) (S)
bo‘ladi, bunda (s) sirt (v) jismni o rab turuvchi sirt.
Xuddi shunga o‘xshash (v) jism hamda P(x,y,z), Q(xy,2)
funksiyalar tegishli shartlarni ganoatlantirganda

1] %dxdydz - [P y.2dxdz, (2)

V) (S)

1} dedydz - [Jety.0dxdz (3

V) (S)
formulalar o‘rinli bo‘ladi
Aytaylik, ) jism yugoridagi (1), (2), (3) formulalarni o‘rinli
bo‘lishida'go‘yilgan shartlarni bajarsin.

J‘H[@ GO % xdydz = ”P(x y, 2)dydz +Q(X, y, 2)dzdx + R(x, y, z)dxdy
%! ©

bo‘ladi. Bu Ostrogradskly formulasi deyiladi.

Birinchi va 1iKkinchi tur sirt integrallarini o‘zaro bog‘lovchi
formuladan foydalanib, Ostrogradskiy formulasini quyidagicha ham
yozish mumkin:

P 0Q 0
”_[(— —+—]dxdydz H[P(x,y,z)cosa+Q(x,y,z)cos,B+R(x,y,z)cos;/]ds. (4)
V) (S)

Misol. Fazodagi (V) jismning hajmi

V= H(xcosa + yCcosS+ zcosy)ds
(S)

bo‘lishini isbotlang, bunda (s) sirt (v) /jiSmni/o‘rab turgan sirt,
cosa,cosf,cosy lar (s) sirt tashqi normalining yo‘naltiruvchi kosinuslari.

Ostrogradskiy formulasining (4) ko‘rinishidan foydalanib
topamiz:

_U (xcosa +ycosp +zcosy)ds = m [_x + % + %dedydz 3'[” dxdydz
(S) v)

J'” dxdydz =V
)

formulani e’tiborga olib, yuqoridagi tenglikdan
V= ﬂ(xcosw+ yCOos 3+ 2c0osy)ds
(S)
bo‘lishini topamiz.
M15. Egri chizigli integrallarga doir mashqglar
1. Quyidagi birinchi tur egri chiziqgli integrallarni hisoblang.
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1) j (x+y)dS , bu yerda r-uchlario(; 0), A@0), B(0;1) nuqgtalarda yotuvchi

uchburchak konturidan iborat.
2) J'xyds, bu yerda r- x=0, y=0, x=4, y=2 to’g’ri chiziqlar bilan

chegaralangan to’rtburchak konturidan iborat.
3) j(x2 +y%)*dS, bu yerda r- x=acost, y=asint aylanadan iborat.

4) j(x+y)dS, bunda AB chiziq tekislikni (0; 2) va (2; 0) nugtalarini

birlashtiruvchi to’g’r1 chiziq kesmasi.

% S AB tekislikning (0; 0) va (1; 2 ini
5) [5—5— W , bunda g (0; 0) va (1; 2) nuqtalarini
birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi.

6) jw/x2+y2d8, bu yerda r x*+y*=ax aylanadan iborat.

2 9 tae

7 (L

nuqtalari orasidagi gismi.
8) j_yds, bunda AB quyidagi. y*=2x parabolaning (0; 0) va (1; v2)

nuqgtalari orasidagi yoyi.
2. Quyidagi ikkinchi tur egri.chiziglivintegralni hisoblang.
1) I(x2—2xy)dx+(y2—2xy)dy, bu yerda AB y=x%¢(0<x<1) parabola.

2) [xdy, bu yerda r §+%:1 to’g’r1 chizigning/Ox _0’qi bilan kesishish

nuqgtasidan oy o’qi bilan kesishish nuqtasigacha bo’lgan kesmasi.
3) [xdx+xydy, bu yerda r soat strelkasining harakatiga teskari yo’nalgan

x*+y® =2x yugori yarim aylana.

4) j%ymy) bu yerda r p=ajcos2p lemniskataning soat

strelkasining harakatiga teskari yo’nalgan o’ng yaprog’i.
5) J-(x2 —2xy)dx+ (y* —2xy)dy, L= {(x, y):y=x*-1<x sl}

6) [ +y?)dx+(x* —y*)dy, L= {xy):y=1-1-%, 0<x<2}

b2
8) I(2a+ y)dx+xdy, L={(x,y):x=a(t—sint), y=a(l-cost), 0<t < 27}

7) I(X+Y)dX+(X—y)dy, {(x y) ;_2+Y_2_ }
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Testlar
1) r: A@ 0) Va B(0;1) nuqtalarni tutashtiruvchi kesma bo’lsa, j ydx — xdy

integralni hisoblang.
A)l B) 2 C)3 D) 1,2 E)1,3
2) r: A% 0) va B(0;1) nugtalarni tutashtiruvchi aylana yoyi bo’lsa,

—jydx xdy Integralni hisoblang.
A)l B2 (63 D)12 E) 1,3
3) P(xy), Q(xy) funksiyalari bir bog’lamli oeRrR? sohada uzluksiz

differensiallanuvchi, c <R sodda, bo’lakli silliq egri chiziq GcQ
sohaning\chegarasi bo’lsa, _[de—Qdy ga teng ifodani toping.

1 [élp_@jdxdy, 2) ”(———]dxdy, 3) H(aP an

A1l B)2°, C)3+ D)1.2 E)1,3
5. Quyidagi birinchi tursirt integrallarini hisoblang.
1) H(x2 +y?)s, bunda s, x4 y?+ 22 = a* sfera.

2) H\/x +y?ds, bunda s :—+Z—2—b—2_o (0<z<b) konus yon sirti.

6. Quyidagi ikkinchi tur sirtintegrallarini hisoblang.
1) Hyzdydz+xzdzdx+xydxdy, bunda S x=0, y=0, z=0, x+y+z=a
S

tekisliklar bilan chegaralangan tetraedrning tashqi sirti.
2) [[zdxdy, bunda s %+g—2+z—2=1 ellipsoidaning:tashqi sirti.

3) [[x*dydz+y*dzdx+zdxdy, bunda s x*+y*+2’=a® (z=0) sfera yarim
S

sirti.
4) 1, =([[x’dydz, 1,=[[y’dzdx integrallarni hisoblang, bunda (s) sirt

(x-1)%+(y-1?+(z-1)? =1 sferaning tashqi tomoni.
5)  [[zdxdy+ydxdz+zdydz integralni hisoblang, bunda (s) sirt

{x.y.2)eR*:0<x<1,0<y<1 0<z<1} kubning tashqi sirti.

6) Ushbu §ede+z(x2+y2)5dy+yzgdz integralni Stoks formulasidan

foydalanib hisoblang, bunda k egri chiziqg z=./x>+y? sirtning x=0,
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x=2, y=0, y=1 tekisliklar bilan kesishgan chiziglardan tashkil topgan
yopiq chiziqdir.
7) f(y+z)dx+(z+x)dy+(x+ y)dz integralni Stoks formulasidan foydalanib

hisoblang, bunda Kk yopiq chizig x=asin?t, y=_2asintcost, z=acos’t (
o<t<2r) ellipsdan iborat.

8) Ushbu  [[x’dydz+y*dzdx+z°dxdy  integralni  Ostrogradiyskiy
()

formulasidan foydalanib hisoblang, bunda (s) sirt
{x.y.2)eR*:0<x<a, 0<y<a, 0<z<a} kubning tashqi tomoni.

9) Stoks fermulasidan foydalanib quyidagi egri chizigli integrallarni sirt
integrallari orqali ifodalang.

9.1. §ydx+zdy+xdz; 9.2. §x2y3dx+dy+dz

9.3. jf(y2 +22)dx+ (X35 22)dy + (x* + y?)dz

10) Ostrogradiyskiy-formulasidan foydalanib, sirt integralini hisoblang,

2 2 2
[[ xdydz + ydzex + zdxdy , bundas(s’) sirt 2—2+;’—2+§—2=1 ellipsoidaning tashqi
(S)

tomoni.

21-§. FURYE QATORLARI

21.1. Furye qatori tushunchasi

f(x) funksiya [- ] da berilgan va shu-eraligda integrallanuvchi
bo‘lsin. Ravshanki, f(x)cosnx, f(x)sinnx (n=123...) funksiyalar ham
[- =,~] da integrallanuvchi bo‘ladi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

1 T
%=;Lu@m,
a, = 1 ]E f(x)cosnxdx, (n=1,2,3--"), (1)
T

b, =+ [feosinnxdx, (n=123--)
71——7[

Ta’rif. Ushbu

o0

0

% +(a, cosnx+b, sinnx) (2)

n=1
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funksional gator [-z,z]da berilgan f(x) funksiyaning Furye gatori
deyiladi. a, a,,b,--a,,b,-- sonlar f(x) funksiyaning Furye
koeffitsiyentlari.

(2) gator f(x) funksiyaning Furye qatori bo‘lishi quyidagicha
yoziladi:

f(x)~ a—zf’ + i(an cosnx +b, sinnx)
n=1

Agar f(x) juft funksiya bo‘lsa, u holda uning Furye koeffitsiyentlari
a, zgjzf(x)cosnx, (n =1,2,3,...)

7Z.O

b, =0 (n=123..)
bo‘lib, Furye gatori esa

f(X) ~a—2°+ian cosnx
bo‘ladi.
Agar f(x) toq funksiya bo‘lsa; u holda uning Furye koeffitsiyentlari
as =0i(n=123,--)

b, == [ t(OsMd, (n=123,--)
%

bo‘lib, Furye gatori esa
f(x)~ ibn sin nx
bo‘ladi.
21.2. [-1,1] oraliqda berilgan funksiyaning/Furye qatori

f(x) funksiya [-1,1] da @>0) berilgan va shu oraligda
integrallanuvchi bo‘lsin. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

|
a, :%j f(x)cosnl—”xdx (n=12,...),
-

|
b, =%jf(x)sin”T”xdx (n=12,..).
2

Ta’rif. Ushbu

a = nz . Nr
2 +Z(an cos—=X +b, sin ij

n=1

funksional gator [-1,1] da berilgan f(x) funksiyaning Furye gatori
deyiladi. a,,a,,b,,--a,,b,,--- sonlar Furye koeffitsiyentlari.
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(2) gator f(x) funksiyaning Furye qatori bo‘lishi quyidagicha

yoziladi:
f(x)~a—2"+i(an cosnl—”x+bnsinn|—7[xj
Misol. Ushbu
f(x)=x’ (-z<x<nm)

juft funksiyaning Furye gatorini yozing.

Yugoridagi (1) formulalardan hamda funksiyaning juftligidan
foydalanib, berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz:

a, :ijzdxgzz,
Ty 3

27, 2 ,sinnx|”
a, :—jx cosnxdx = —x
ﬂ-O

P n
4 ( cosnxj
=——2l—x
nr nJ,

Demak, f(x)=x*funksiyaning Furye gatori

4 4
——J'xsin nxdx =
nz

0

X

+J'cosnxdx} ==(-1)" iz (n1=123,...)
n
0

2 ) $ n 4
X%~ % ¥ z:l:(—l) —cosnx
bo‘ladi.
21.3. Furye qatorining yaqinlashuvchiligi

Teorema. 2r davrli f(x) funksiya #[-z,~] da bo‘lakli-
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiyaning Furye gatori

a—2° + i(an cosnx +b, sinnx).
n=1

=77 da yaginlashuvchi bo‘lib, xe(-z ) da

f(x+0)-2F f(x-0) :"’I_ZOJril(an cosnx + b, sin nx)
n=1

bo‘ladi.
x=+z bo‘lganda f(x) funksiya Furye gatorining yig‘indisi
%[f(—;r+0)+f(7z—0)]
ga teng bo‘ladi.
Teorema. Agar 2z davrli f(x) funksiya [-z,~] da uzluksiz,

bo‘lakli-differensiallanuvchi va f(-x)=f(x) bo‘lsa, bu funksiyaning
Furye qgatori [-,~] da yaginlashuvchi bo‘lib,
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f(x)= a_20 + i(an cosnx + b, sinnx)
n=1

bo‘ladi.
Misol. Ushbu
f (x) = cosax (0<a<1)
funksiyani Furye gatoriga yoying.
Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz:
sinarx
ar

a, :EIcosaxdx= 2
72-0

2a sinar

—72'2 V3

a, = chosax-cosnxdx = 1‘[[cos(a +n)x+cos@-n)xdx = (-1)" - —
s Ty a

(n=123-)
b,=0 (n=123--)

Demak, berilgandunksiyaning Furye gatori

sinaz N 2asin ani (2—1)n
an ar fFa‘-n

bo‘ladi. Qaralayotgan “funksiya yugoridagi teoremaning shartlarini

bajaradi. Shuning uchun f(x) = eosax ‘funksiya Furye gatoriga yoyiladi:

sinar 7 2asin aﬁi D"
ar az’ “Sa*-n

Furye qatorlariga doir misollar
1. Quyidagi funksiyalarni Furye gatorlariga yoying.

CcOSax ~ > COsSnX

cosax =

5, COSNX.

1) f(x)=e* (-1<x<1); 2) f(x)=sin’x;
3) f(x)=cos®x; 4) f(x)=2x, x=(0:0)
5) f(x)=e*, x=(-h;h); 6) f(x)=cos2x, x=(47;7), xeZ

7) f(x)=sin2x, x=(-7;7), xeZ
2. Furullani formulasidan foydalanib integrallarni hisoblang.
21 Tcos2 ax —cos’ bx ; 29 Te‘axz —e ™ dx
X 5 X

3. Dirixle integralidan foydalanib integralni hisoblang.

dx

0

o0

3.1. J-l—cosaxdx_ 3.2. TX_SSinde

2 ]
y X X
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ELEMENTAR MATEMATIKA FORMULALARI

Natural sonlar

Natural sonlar deb sanash uchun ishlatiladigan sonlarga aytiladi va
quyidagicha belgilanadi:
N={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11,...}.
N — natural sonlar 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ragamlaridan tuziladi.
Natural sonlarni quyidagicha yozish mumkin: ab =10a+b,
abc=100a +10b+c, abcde=10000a+1000b+100c+10d +e va hokazo.

NATURAL SONLARGA BO‘LINISH ALOMATLARI
Ikkiga bo‘linadigan sonlar juft sonlar deyiladi va ular 0, 2, 4, 6, 8 —
ragamlari bilan tugaydi.
Ikkiga bo‘linmaydigan sonlar toq sonlar deyiladi va ular 1, 3, 5, 7, 9 —
ragamlari bilan tugaydi.
o 2 ga: hammajuft sonlar 2 ga bo‘linadi;

o 3 ga: raqamlar yigfindisi 3.ga bo‘linadigan sonlar 3 ga bo‘linadi;

o 9 ga: raqamlar yig‘indisi 9/ga bo‘linadigan sonlar 9 ga bo‘linadi;

o 4 ga: oxirgi 2 ta raqami0 bo‘lgan, yoki oxirgi ikki raqgamidan tuzilgan son
4 ga bo‘linadigan sonlar 4 ga bo‘linadi;

o 25 ga: oxirgi 2 ta raqami 0 be‘lgan, yoki oxirgi ikki raqamidan tuzilgan son

25 ga bo‘linadigan sonlar, 25 ga bo‘linadi;

o 8 ga: oxirgi 3 ta ragami 0 bo‘lgan, yoki oxdrgi uchta ragamidan tuzilgan
son 8 ga bo‘linadigan sonlar 8 ga bo‘linadi;

o 125 ga: oxirgi 3 ta ragami 0 bo‘lgan, yoki oxirgi uchta raqamidan tuzilgan
son 125 ga bo‘linadigan sonlar 125 ga bo‘linadi;

o 2" ga: oxirgi n ta ragami 0 bo‘lgan, yoki oxirgi n ta'ragamidan tuzilgan son
2" ga bo‘linadigan sonlar 2" ga bo‘linadi;

o 5"ga: oxirgi n ta ragami 0 bo‘lgan, yoki oxirgi n ta ragamidan tuzilgan son
5" ga bo‘linadigan sonlar, 5" ga bo‘linadi.

o 6 ga: ham 2 ga, ham 3 ga bo‘linadigan sonlar 6 ga bo‘linadi;

. 12 ga: berilgan son 4 ga ham, 3 ga ham bo‘linsa, u vaqtda ushbu son 12 ga
bo‘linadi;

o 15 ga: berilgan son 3 ga ham, 5 ga ham bo‘linsa, u vaqtda ushbu son 15 ga
bo‘linadi;

o M- N ga: berilgan a soni m ga ham, n ga ham (EKUB(m,n)=1) bo‘linsa, u
vaqgtda a soni M- N ga bo‘linadi;

o 5 ga: oxirgi raqami 0 yoki 5 bo‘lgan sonlar 5 ga bo‘linadi;

o 10 ga: oxirgi ragami 0 bo‘lgan sonlar 10 ga bo‘linadi;

o 36 ga: oxirgi 2 ta ragami 0 bo‘lgan, raqamlari yig‘indisi 9 ga va oxirgi
ikki ragamidan tuzilgan son 4 ga bo‘linadigan sonlar 36 ga bo‘linadi;
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. 45 ga: raqamlari yig‘indisi 9 ga bo‘linadigan va oxirgi ragami 0 yoki 5
bo‘lgan sonlar 45 ga bo‘linadi;
o 60 ga: oxirgi ragami 0 bo‘lgan va ham 2 ga, ham 3 ga bo‘linadigan sonlar
60 ga bo‘linadi;
o 7 ga: oxirgi ragamining ikkilanganini qolgan ragamlardan tuzilgan sondan
ayirganda 7 ga karrali son hosil bo‘lsa, yoki 0 chigsa, berilgan son 7 ga bo‘linadi:
Masalan: 91: 9-2-1=7, 1127: 112—-2-7=98=7-14;
. 11 ga: toq o‘rindagi ragamlar yig‘indisi bilan juft o‘rindagi raqamlar
yig‘indisining ayirmasi 0 yoki 11 ga karrali son bo‘lsa ushbu son 11 ga bo‘linadi:
Masalan: 9873424 (9+7+4+4) — (8+3+2)=11,
Qolgan sonlarga bo‘linish belgilarini ularni tub ko‘paytuvchilarga ajratish
yo‘li bilan aniglash mumkin.
BUTUN SONLAR

Natural sonlarga garama-garshi sonlar manfiy butun sonlar deyiladi.

Natural sonlar, nelisoni va manfiy butun sonlar to‘plamlarining birlashmasi
butun sonlar to‘plami deyiladi va u quyidagicha belgilanadi:

7={.,4-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}.

Bu to‘plamdagi 0 soni ixtiyoriy» N€ N uchun n+0=n va N+ (-n)=0

tengliklarni ganoatlantiradi..Buyerda, N va — N o¢zaro qarama-qarshi sonlar
deb ataladi.
RATSIONAL SONLAR

M (mez, neN) ko‘rinishidagi songa=ratsional son deyiladi. Barcha
n

ratsional sonlar to‘plami quyidagicha belgilanadi;

Q:{X/ X:%, meZ, neN}_

IRRATSIONAL SONLAR
Irratsional sonlar deb % (meZ, neN) ko‘rinishida yozib bo‘maydigan

sonlarga aytiladi. Masalan, z,~/2,+/5,.... Shunday sonlar toplami | bilan

belgilanadi.

Irratsional va ratsional sonlar to‘plamlari birlashmasi haqigiy sonlar
to‘plami deyiladi va R bilan belgilanadi, ya’ni R=10UQ.

TUB VA MURAKKAB SONLAR

Agar natural son fagat 1 ga va o‘zigagina bo‘linsa, u tub son deyiladi.
Masalan: 2,3,5,7,11,13,17,19, ....

Quyida 1000 gacha bo‘lgan tub sonlar jadvali keltirilgan:

TUB SONLAR JADVALI (1000 GACHA)

61 149 |239 347 443 |563 |659 |773 |887
67 151 241 349 449 569 |661 |787 |907
5 71 157 251 |353 |457 |571 [673 [797 |[911

N

w
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7 73 163 |257 |359 461 |5/77 |677 |809 [919
11 79 167 |263 |367 463 |587 683 [811 [929
13 83 173 [269 [373 [467 |593 [991 [821 |93/
17 89 179 [271 [379 [479 |599 |[/01 [823 [941
19 97 181 [277 |[383 |48/ |601 |[/09 [827 |94/
23 101|191 |281 389 [491 607 |719 [829 |953
29 103|193 [283 |397 [499 613 |727 839 |967
31 107|197 |293 401 |503 |61/ |733 [853 |971
37 109 [199 [307 [409 |509 [619 |739 |[857 |97/
41 113 [211 [311 [419 |521 [631 |/43 [859 [983
43 127 223 [313 [421 |523 [641 |/51 [863 [991
47 13%, 227 |317 431 |541 643 |757 877 997
53 187 7|229 |331 (433 |547 |647 |761 |881

59 139 |233 |337 439 |557 |653 |769 |883

Agar natural senning 1 va o‘zidan boshqga bo‘luvchilari mavjud bo‘lsa, u
murakkab son deyiladi.

1 soni na tub nasmurakkab son deb gabul gilingan.

Har qanday sonni bir usulda‘tub sonlar ko‘paytmasi ko‘rinishida ifodalash
mumkin.

BERILGAN SONNING:BO‘LUVCHILARI SONINI VA
YIG‘INDISINI TOPISH

Har ganday sonning bo‘luvchilarit senini topish uchun shu son tub

ko‘paytuvchilarga ajratiladi va ko‘paytmada 'qatnashgan har bir hadning

darajasiga birni qo‘shib, natijalar ko‘paytiriladiyya’ni a = Pt Pg et Py bo'lsa,
A(a)=(n1+1)(n+1)...(np+1),

bu yerda Pis P Py - tub sonlar.
“a” sonining bo‘luvchilari yig‘indisini topish uchun quyidagi formuladan
foydalanamiz:

n+l np+1 Ny, +1 -1
S(a) = 2 L P 1 Pm —2
pl_l p2 -1 pm -1
Masalan: 500=22-5%, 600=23-31-52

A(500)=(2+1)(3+1)=12, A(600)=(3+1)(1+1)(2+1)=24.

3 4
sG00) =2 =22 =1 _ 7 156 —1002
2-1 5-1
4 2_ 3_
s00) =2 —2.3 =15 =1 15 194 _1860

2-1 3-1 5-1
«a» sonining tub yoki murakkab son ekanligini aniglash uchun, va > p, (bu

yerda p- va dan katta bo‘lmagan eng katta tub son) p - tub songacha bo‘lgan
sonlarga bo‘lib ko‘rish kerak.
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Misol: a=1601 sonining tub son ekanligini aniglash uchun, /1601 =40,012...
, demak 1601 ning tub yoki tub emasligini bilish uchun 2,3,5,7,...,37 tub sonlarga
bo‘lib ko‘rish kifoya.

NATURAL SONLAR USTIDA ARIFMETIK AMALLAR
1. a+b=c — qo‘shish amali bajariladi: 3+4=7.
2. a-b=n - ko‘paytirish amali bajariladi: 3-4=12.
3. a™ - darajaga ko‘tarish amali bajariladi: 3?=3-3=9.
Ayirish va bo‘lish amallari hamma vaqt ham bajarilmaydi.
2 2

Masalan: 5-8=-3 natural son emas. 5:3 =1§. 1E natural son emas.

NATURAL SONLARNI QO‘SHISH VA KO‘PAYTIRISH

AMALLARINING XOSSALARI

atb=b+a - qo‘shishning o‘rin almashtirish (kommutativlik) xossasi.
(a+b)+c=a+(b+c) - qo‘shishning guruhlash (assosiativlik) xossasi.
a-b=b-a - ko‘paytirishning o‘rin almashtirish (kommutativlik) xossasi.
(a'b)-c=a-(b-c)~ ko*paytirishning guruhlash (assosiativlik) xossasi.
: a'(b+c)=a-bta-c - go‘shish va ko paytirishning tagsimot (distributivlik)
X0SSsasl.

SIS AN N

ENG KATTA UMUMIY BO‘LUVCHI (EKUB)
Berilgan sonlar bo‘linadigan‘sonlatning eng kattasiga shu sonlarning EKUBI
deb aytiladi va u quyidagicha‘topiladis
1. Berilgan sonlar tub ko‘paytuvehilarga ajratiladi.
2. Har bir sonning tub ko‘paytuvchilargasyoyilmasida qatnashgan umumiy
tub ko‘paytuvchilarning eng kichik darajalilari olinadi.
3. Yozib olingan sonlar o‘zaro ko‘paytirilib, EKUB topiladi.
ENG KICHIK UMUMIY KARRALLI (EKUK)
Berilgan sonlarga bo‘linadigan sonlarning eng kichigiga shu sonlarning EKUKi1
deb aytiladi va quyidagicha topiladi.
1. Berilgan sonlar tub ko‘paytuvchilarga ajratiladi.
2. Har bir sonning tub ko‘paytuvchilarga yoyilmasiga qatnashgan barcha tub
ko‘paytuvchilarning eng katta darajalilari olinadi.
3. Y ozib olingan sonlar o°zaro ko‘paytirilib, EKUB topiladi.
Masalan, EKUB(28,144) va EKUK(28,144) ni toping.

28 |2 144 | 2 28=22-7,
14 | 2 72| 2 144=24-32,
7|7 36 |2 EKUB(28,144)=22=4,
1 18 | 2 EKUK(28,144)=2%-32-7=1008.
9|3
3|3
1

EKUK va EKUB uchun quyidagi munosabat o‘rinli:
EKUK(a,b)- EKUB(a,b) =a-b.
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Eng katta umumiy bo‘luvchisi 1 ga teng bo‘lgan sonlarga o‘zaro tub sonlar
deyiladi.
0O‘ZARO TESKARI SONLAR
Ko‘paytmasi birga teng bo‘lgan sonlarga o‘zaro teskari sonlar deb

aytiladi. a ga teskari son é, chunki aézl (a=0).

0‘ZARO QARAMA-QARSHI SONLAR
Yigindisi nolga teng bo‘lgan sonlar o‘zaro garama-garshi sonlar
deyiladi. a ga garama-qgarshi son: —a, chunki a+(-a) =0.
QOLDIQLI BO‘LISH
a=pg+r (0<r<p), bu yerda a-bo‘linuvchi, p-bo‘luvchi, g-bo‘linma, r-
goldigq.
ODDIY KASRLAR

%,(mez,ne N) ko‘rinishidagi ifoda oddiy kasr deyiladi. m - kasrning

surati, n - kasrning maxraji deyiladi.
Oddiy kasrlar ustida quyidagi amallar bajariladi:

Qo‘shish va ayirish amallari:

. - at
Bir xil maxrajli kasrlar uchun: %i%=—c.

= yoki

Har xil maxrajli kasrlar uchun: %J_r
EKUK (b, d) EKUK (b, d)
a- tcC-

c
d EKUK(b, d)
Ko‘paytirish amali: at_ =

b d bd
g:ﬂ , 1£
c bc d

2y
b

Bo‘lish amali: = =1.

ol

d
-

oo

c_a,
d b

a-b-d

a:b-c=%=(ac):b, a-bic-d= —(a-b-d):c.

O[T

Kasrlarni taqqoslash: Agar musbat kasrlarning suratlari ‘bir xil bo‘lsa,

maxraji kattasi kichik bo‘ladi. Agar musbat kasrlarning maxraji bir xil bo‘lsa,

surati kattasi katta bo‘ladi. Misol: 1 > L , 4 < 13
2 10 87 87

% va% musbat kasrlar berilgan bo‘lsin. Agar ad >bc bo‘lsa, u holda %>§

bo‘ladi. Agar ad <bc bo‘lsa, u holda %<§ bo‘ladi.
ARALASH KASRNI NOTO‘G‘RI KASRGA AYLANTIRISH

€_a+C Masalan: 52=23+2_17
3 3 3
DAVRIY KASRLAR

230



S.Hodjiyev, N.O.Jo rayeva, M.M.Hamdamov

Butun gismidan keyin darhol davr boshlanadigan kasrlarga sof davriy
kasrlar deyiladi. Masalan: 0,(3); 1,(21); 10,(07).

Sof davriy o‘nli kasrni oddiy kasrga aylantirish uchun suratida butun
qismi bilan birinchi davrdan iborat sondan davrgacha bo‘lgan sonning ayirmasi,
maxrajida esa 9 ni davrda necha ragam bo‘lsa, shuncha yozib, uni verguldan
birinchi davrgacha nechta ragam bo‘lsa shuncha nol bilan to‘ldirish kerak:
a,a,..a.bb,. b —aa,.a,

a,a,..a,,(bb,.b )=

99...900...0
n k

n —— an kn—k — bn
0,(n)=—; 0,(an)=—:; k,(n) = : k,(bn) =k —.
(M =43 0.@an) = k(=" (bn) =k

Kasrtgismida bir yoki bir nechta raqamdan so‘ng davr boshlanadigan
kasrlar aralash davriy kasrlar deyiladi. Masalan: 0,1(25); 5,05(50).

Aralash davriy kasrlarni oddiy kasrga aylantirish uchun butun gismi butun
gismiga yozilib, kasr .gismining suratiga kasr gismiga gatnashgan barcha
ragamlaridan tuzilgan‘sondan davrgacha gatnashgan ragamlaridan tuzilgan son
ayirilib natija yoziladi, maxrajiga esa davrdagi ragamlar sonicha 9 yoziladi va
davrga kirmagan kasrgismidagi ragamlar sonicha 0 yoziladi.

bn-b — —% abcd—ab bn-b
0,b(n) = . 0,ab(cd).= S0 % <P =k= =,
KB KM voki K, m(on) = k M=
990
123-1/ 422 61
990 990 495’
1235-12 1223 235-2 233
990 990 990%= 7990
ARIFMETIK AMALLARNING XOSSALARI
a+b=c bo‘lsa, c—b=a deyiladi;
a-b=c bo‘lsa, c:b=a, (b=0), deyiladi;
—(a+b-c)=-a-b+c; 4. m(a+b-c)=ma+mb-mc;
(@a+b-c):m=a:m+b:m-c:m;
(a-b)-m=(a-m)-b=a-(b-m); 7. (a-b):m=(a:m)-b=a-(b:m);
a+0=a-0=a;, 9. a-1=a;
0. a:a=1, (a=#0);11. 0:a=0, (a=0).

. kbn—kb
oki k = :
y ,b(n) 90

kabcd — kab —
W’ k, m(bn) =

Misollar: 0, (6) = 6_2 =E, 01(23) =
9 3 18

k,ab(cd) =

12(35) = yoki 1,2(35) =1

B o 0w
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BA’ZI BIR YIG’INDILAR VA TENGSIZLIKLAR

1) 1+2+3+...+n:M;
2) P+2°+3+..4n° _nn+@n+1),
6 )
n*(n+1)?

3) P+2°+3¥+..4n°=

n(2n-1)(2n+1)

4) 1P +3+..+(2n-17° = ;

5) 12 —22 132 42 4 4+ (-)".n? = (- -—”(n;l);
6) 1+3+54+(2n-1)=n’; 7)2+4+6+...+2n=n(n+1);
1 1 1 n
8) —+—...+ =—;
1.2 2.3 nin+1) n+1
1 1 1 n
9) —+—+..+ = ;
1-3 3.5 (2n-)@n+1) (2n+1)
10) 2" >n®,n>5;
11) ! + L + L 0 ,bunda a>o0;
a(@a+l) (a+h@+2) (@+n-L@+n) a(a+n)
12)L+L+...+i>1; 13)1+1+ +i2<1;
(n+l) (n+2) 2n 2 9 n
1
14 >n;
)R
15) Ixtiyoriy musbat haqiqiy ai,ay, ...,aysonlar uchun
al a2 an .
—+ 4. +—2>n;
a‘2 a3 al

16) (Ej < n!<(n—+1j , N>3.
3 2
PROPORSIYA

Ikki nisbatning tengligiga proporsiya deyiladi. a:b=c:d bundaa,b,c,d lar
noldan fargli sonlar. a va d lar proporsiyaning chetki hadlari;, b va ¢ lar
proporsiyaning o‘rta (ichki) hadlari deyiladi.

Proporsiya uchun quyidagi tasdiglar o‘rinli:

1. Proporsiyaning chetki hadlari ko‘paytmasi o‘rta hadlari ko‘paytmasiga
teng.

. Proporsiyaning chetki (o°‘rta) hadlarini o‘rinlarini almashtirish mumkin:
d:c=b:a.

. Proporsiyaning har bir hadini biror &#0 songa ko‘paytirish yoki bo‘lish mumkin.

_ a ¢ c-b a-d a-d b-c
—=—, a=—, b=— =27 g="~
. Proporsiyada N r o= 4= tengliklar

o‘rinli.
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5 2_¢ bo‘lsa, quyidagi tengliklar o‘rinli: a_Myarh, ¢ :
b d b m-b+m,-d
. a+b c+d a-b c-d a c
xususiy hollarda = , = , = ,
d b d a+b c+d
a c a+b c+d bo‘ladi.

a-b c—d a-b c—d

2 2
Agar ac=b?* bo‘lsa, 22 +EZ =% bo‘ladi.
+

6. a sonini m:n:k nisbatda to‘g‘ri proportsional bo‘laklarga ajratish uchun
quyidagi formulalardan foydalanamiz:
a a a
_ . m; _ . n; - .
m+n+Kk m+n+Kk m+n+Kk
Teskariproportsional bo‘laklarga ajratishda esa quyidagi formulalardan
foydalanamiz:

k.

L a 1. a 1
t ¥y im 1. 1. 1o 1.1 1k
mén K m n K m n K
a a, s Dy s
Agar =+ =—%=..=—""bo/lsa, u holda quyidagilar o‘rinli:
b, b, b,
) a+a,+.+a, _a 2) am +a,m, +..+a,m, a
b,+b,+...4+4b, Db bm, +b,my . +bm, b
bunda my, ...,m,, - haqgiqiy noldan fargli sonlar.
O‘RTAQIYMATLAR

Agar x1,X,, ..., Xn berilgan sonlar bo‘lsa, o‘rta giymatlar quyidagicha ta’riflanadi:
X+ X, +. 4+ X,
- :
2) X1,X2, ...,Xxn musbat sonlarning o‘rta geometrigi. G=a/x, - X, -...-: X, .
n
1 1 1

S+
Xp X, X

1)  X3,X,...,xn sonlarning o‘rta arifmetigi:.A=

3) X1,X2, ...,Xn noldan farqli sonlarning o‘rta garmonigi: H =

n

4) X1,X2, ...,Xn sonlarning o‘rta proportsionali: agar %:% botlsa,h = \/5.

X+ X A X
- :
aX, +a,X, +..48, X
a, +a,+.+a,

5) X1,X2, ...,Xn sonlarning o‘rta kvadratigi: K =\/

6)  Xi,X2,...,xn sonlarning o‘rta vazni: V =

7) Koshi teoremasi: H <G < A yoki

n <m<X1+X2+...+Xn
1 1 1 SV S '

PROTSENT
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Sonning 100 dan bir ulushi 1% (1%=0,01) protsent deyiladi.

.. .. . —100% .
1. asonining p protsentini topish: RN x=2P
X—p% 100
. : . —100% .
2. p protsenti a ga teng bo‘lgan sonni topish: X y P x=2 EOO :
a— p%

3. a va b sonlarining protsent nisbatini topish: %-100%.

4, Murakkab protsent: A=a(1+0,01r)".
Bunda n - giymatning necha marta oshishi yoki kamayishi (neN), a —
dastlabki migdorlar, r — (%) foiz, A- oxirgi giymat.
QISQA KO‘PAYTIRISH FORMULALARI

1) (a+b) =a%+2ab+b>  2) (a—b)*=a’-2ab+b’.

3) a®-b?=(a-b)@a+h).

4) (a+b)* =a’+3a’b+3ab’ +b*® =a®+3ab(a+b)+b°.

5) (a—b)®=a’-3a’h+3ab” =b® =a®—3ab(a—b)-b°.

6) a’+b®=(a+b)(@* —ab4b?)=(a+b)’®—3ab(a+b).

7) a®-b®=(a-b)(a®+ab+b?*) =(a—b)* +3ab(a—b).

Daraja va ildiz

d hagigiy sonining 1 dan Katta n natural ko‘rsatkichli darajasi deb har
biri a ga teng bo‘lgan n ta ko‘paytuvchining ko‘paytmasiga aytiladi:
a-a-at....a
nmvarta
gisgacha a" kabi belgilanadi, va a ning n ko‘rsatkichli darajasi deb o‘qiladi. Bu
yerda a darajaning asosi, n shu darajaning ko‘rsatkichi deyiladi. Shuningdek

ta’rifga ko‘ra, a' =a, a® =1 (a=0), a™ :aik (a = 0) deb'gabul gilingan.

a va b musbat sonlari uchun b" =a tenglik bajarilsa, b musbat soniga a
musbat sonining n -darajali arifmetik ildizi deyiladi va Va, yoki a" kabi
belgilanadi, hamda ¢t/ ni n -darajali radikal deb yuritiladi. n=2"bo‘lganda 2-

darajali ildizni (arifmetik) kvadrat ildiz deb aytiladi va oddiygina +a kabi
yoziladi.
Darajaning xossalari:

1) a"-a™=a"", 2) (a-b)"=a"-b",
a)" a"

3 am:a"=a"", &2 =& (b=zo

e, (5 -2 oo

5 (@a")" =a"".
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Ildizning xossalari:

1) Yab-va.vb. 2) ng% 3) YR ="a. 4) Jai[a. 5) atlb ~Yba" .
6) k@z@ 6) YVaVa¥a¥a..="a. r{‘/'\m/ ta:¥a.. ="¥a

8) \/a+ a+Jar - 1+vl+4a J1+4a 9)\/ _ /7_ Ja_. \/l+4 1

Ratsional ko rsatkichli daraja va uning xossalarl.

n
a™ =vVa" tenglik ta’rif sifatida gabul qilingan.
P n.p

1) Ya"-b* ¢! _an. bm cm 2) am a®—am 1,
P
n P n p N \q

3) am aq _am q 4) am :a

Murakkab ildiz formulasi

Ai\/E:\/AJr\/AZ—B i\/A—\/;AZ—B_

P
q

ENE

2
Masalan:
g_m:\/9+\/821—17 \/9—\/121 17 \/_(\/— J578)- \/_(\/—_1)_

KASRNING MAXRAJINI IRRATSIONALLIKDAN QUTQARISH

b  b¥a™ bp¥a™ 3 85 |35
DE_%T/W_ S Misol: \/_ NAT P o
a abx7y) _alx=y)

el (f+f)((f+ )) ol
6 6-(V7++5 J7 +/5
NN 0 e R S A
3) b _ b(\/;iry) (\/_+y)
KFy (xFylxey) x-y?
3 _3(/i1+3) 3 (J_1+3)
Jii-3  11-9 '
5 © (\/_+§/_r) (\/_+\/_r)
Ux£3fy (J_+%/_XJ—+§/—y+r) Xty
SONNING MODULI VA UNING XOSSALARI
|a|:{ a, a>0 bo'lsa,
—a, a<Q0 bo'lsa.

Misol:

Misol:
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1) |a|=0. 2)|-a=[a 3)|alza 4)|al>-a

5) [a-b|=]|a|-|b].  6) % =%. 7) || =o| bo'lsa a=+b. 8) |[atb|<|a|+]|b].
9) [a—b|>[a|—|p. 10) |a-b[=[a|-|b]

11) [x>a, a>0 bo'lsa x>a,x<-a yoki xe(-oo;—a)u(a;) bo'ladi.

12) [{<a (@a>0), —a<x<a. 13 |a|2:a2.

MANFIY SONLAR USTIDA AMALLAR
1.—(—m)=m; 2. m+(—n)=m-n; 3. m—(-n)=m+n;
4. m(—n) = (—=m)n =—mn; 5. (=n)(=m) = nm;

6. (—m)(=n)(—p) = —mnp; 7.m:(—n)=(-m):n=—m:n;
8. (—m)(—n)=m:n;
n*, (k — juft bo'lsa);

9. k e N bo'lsa, (<n)¥ :{ .
—n",(k—tog bo'lsa).
Misol: (-3)*=3%, (-3)°==3>,
BIRHAD VA KO‘PHAD

Birhad deganda “son, . o‘zgaruvchi va o‘zgaruvchi darajalari
ko‘paytmasidan tashkil topgan ifodatushiniladi. Masalan: 3x?,—5kxy va h.z.

Daraja ta’rifiga asosan engsixcham tarzda yozilgan birhad standart
shaklda yozilgan birhad deyiladi.

Standart shaklda yozilgan birhadning son ko‘paytuvchisi birhadning
koeffisiyenti deyiladi.

Ko‘phad deb bir necha birhadlar yig‘indisidan tashkil topgan o‘zgaruvchili
ifodaga aytiladi. Yig‘indida ishtirok etayotgans barcha birhadlar bir xil
o‘zgaruvchining birhadlari bo‘lsa, ko‘phadni bir o*zgaruvhili ko‘phad deyiladi,
aks holda ko‘p o‘zgaruvhili ko‘phad deyiladi.

Bir o‘zgaruvhili ko‘phadda ishtirok etayotgan o‘zgaruvchining eng yuqori
darajasi ko‘phadning darajasi deyiladi. Agar ko‘phadda ishtirok etayotgan bir xil
darajali birhadlar ixchamlashtirilsa va darajaning o°‘sishi (kamayishi) tartibida
yozilsa, u quyidagi ko‘rinishni oladi: a,+ax+a,x*+..+ax", a, =0,
(aoxn +a, X" +...4+a,,X+a,, 3, # 0).

Bu n-darajali standart shakldagi ko‘phad deyiladi.
CHIZIQLI TENGLAMA
ax+b=0 ko‘rinishdagi tenglamaga chizigli tenglama deyiladi.

1.a=#0, beR da, x=—g - yagona yechim.

2.a=0, b=0da, xe@ —yechim yo‘q.
3. a=0, b=0 da, xeR— yechim cheksiz ko‘p bo‘ladi.

236



S.Hodjiyev, N.O.Jo rayeva, M.M.Hamdamov

KVADRAT TENGLAMA
ax?+bx+c=0, a#0 tenglamaga kvadrat tenglama deb aytiladi.

2 2

1. Kvadrat tenglamadan to‘la kvadratga ajratish: ax® +bx+c = a(x + 2£j + 4ac4— b

a a
2. D=b?-4ac kvadrat tenglama diskriminanti deyiladi.
3. Tenglama ildizlari quyidagi formula bilan topiladi:
_—b++vb*-4ac -b+/D
vz 2a - 2a

4. Agar ax>+bx+c kvadrat uchhadning diskriminanti manfiy bo‘lmasa, u holda,
ax2+bx+c=a(x-X1)(X-Xz) o‘rinlidir, bu yerda X;,Xo— kvadrat uchhad nollari.
5. Kvadrat tenglama ildizlarining xossalari:
D=b?-4a¢>0"bo Isa, tenglama ikkita haqiqiy ildizga ega.
D=b?2-4ac=0 bo‘lsa, tenglama ikkita bir xil haqiqiy ildizga ega.
D=b?2-4ac<0 bo‘lsa, tenglama haqiqiy ildizga ega emas (ikkita har xil kompleks
ildizlarga, ya’ni qo‘shma komleks ildizlarga ega ).

VIYET TEOREMASI.
1. x>+px+q=0 ko‘rinishdagi tenglamaga, keltirilgan kvadrat tenglama deyiladi.
X1, X2 ildizlari bo‘lsa, quyidagi tengliklar bajariladi:

X hX,=—p
XX =0
2. ax®+bx+c=0 bo‘lsa, quyidagi tengliklar bajariladi:
b
X+ X, =—— 2 _ 2 _
1) a2) xf+x22:(xl+x2)2—2xlx2:b—22ac.3) %Jriz:b—zZac.
XX = c a X, X5 c
1 2 a .

b)’ 3bc 141 _=b®+3abc
4) xf+x§=(xl+x2)3—3x1x2(x1+x2)=—(gj +—.5) Hrs = ———.

a’ X X c

3. x®+ax®+bx+c=0 Keltirilgan kubik tenglama deyiladi. x1,X2,xs - tenglama
ildizlari bo‘lsa, quyidagi tengliklar bajariladi: {Xl XX =
X, X, X, =—C.
4. XM+aix4+ax"2+ .. +a,=0 keltirilgan n-darajali tenglama deyiladi. x1,%, ...,x
tenglama ildizlari bo‘lsa, quyidagi tengliklar bajariladi: MoK = n—a1
XX, oo X, = (=1)"a,.

FUNKSIYA

A va B haqiqiy sonlar to‘plamlari berilgan bo‘Isin. A to‘plam elementlarini
x, B to‘plam elementlarini y bilan belgilaylik.

A to‘plamning har bir elementiga B to‘plamning faqat bitta elementining
mos qo ‘yilish qonuniyati funksiya deyiladi va y = f (x) deb belgilanadi. Bu yerda
x erkli o‘zgaruvchi (yoki argument), y esa erksiz o‘zgaruvchi (yoki
funksiya) deb yuritiladi. x ning gabul giladigan giymatlari shu funksiyaning

237



Matematik analizdan gisqa kurs

aniglanish sohasi, y ning gabul qgiladigan giymatlari esa funksiyaning o‘zgarish
sohasi yoki qiymatlar to‘plami deyiladi.
Funksiya quyidagicha berilishi mumkin:

1) Jadval ko‘rinishida;

2) Nugtalarning tartiblangan juftlari orqali;
3) Grafik tarzda;

4) Analitik usulda.

FUNKSIYALAR TO*‘G‘RISIDA BA‘ZI MA’LUMOTLAR

Agar y=f(x) funksiyaning grafigi berilgan bo‘lsa, (a>0):

y=f(x+a) — funksiyaning grafigi y=f(x) funksiyaning grafigini x o‘qi
bo‘ylab a birlik chapga parallel ko*chirish bilan hosil gilinadi.

y=f(x=a) — funksiyaning grafigi y=f(x) funksiyaning grafigini X o‘qi bo‘ylab
a birlik o*nggawparallel ko‘chirish bilan hosil gilinadi.

y=f(x)+a — funksiyaning grafigi y=f(x) funksiyaning grafigini y o‘qi
bo‘ylab a birlik yuqoriga parallel ko‘chirish bilan hosil gilinadi.

y=f(x)-a — funkstyaning grafigi y=f(x) funksiyaning grafigini y o‘qi bo‘ylab
a birlik pastga parallel ko‘chirish bilan hosil gilinadi.

Ox o‘qiga nisbatan y = f (x) ga simmetrik y=—f(x) funksiya bo‘ladi.
Misol: y=2x+3 gasimmetrik y=<2x-3 bo‘ladi.

Oy o°qiga nisbatan y= f(x),ga simmetrik y = f (-x) funksiya bo‘ladi.
Misol: y=-3x+1 gasimmetrik y=3x+1 bo‘ladi.

FUNKSIYANING ANIQLANISH SOHASI.

1. Y=Y1(X) , m juft bo‘lsa, aniqlanish sohasi: f (x) >0 tengsizlikni
qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami bo‘ladi.

2. y= % bo‘lsa, aniqlanish sohasi: f (X) # 0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi

nugqtalar to‘plami va f(x), g(x) funksiyalar aniglanish'toplami kesishmasidan
iborat bo‘ladi.

f(x)>0
3. log,, f(x) bo‘lsa, aniglanish sohasi: {g(x) >0 tengsizliklar sistemasini

g(x) =1
qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami bo‘ladi.
4.y =arcsinf (x) yoki Y =arccosf (X) bo‘lsa, aniglanish sohasi |f (x)| <1
tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami bo‘ladi.

5. y=tgx bo‘lsa, aniglanish sohasi x = %Jr nr, neZ,tengsizliklarni

ganoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami bo‘ladi.
6. y=ctgx bo‘lsa, aniqlanish sohasi x # nz, neZ,tengsizliklarni

ganoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami bo‘ladi.
FUNKSIYANING QIYMATLAR SOHASI
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1. y=+ax?* +bx+c funksiyada agar, a>0, D<0 bo‘lsa, giymatlar sohasi:

E(y) =[/y,:+); agar a<0, D>0 bo‘lsa, E(y)=[O;J70] ; agar a>0, D>0
bo‘lsa, giymatlar sohasi: E(y)=[0;+x); agar a<0, D<0 bo‘lsa, E(y) =2
4ac —b?

4a
2. y=acosk(x) +bcosk(x) bolsa, qiymatlar sohasi: E(y)=[-va? +b?;a® +b?]
bo‘ladi.

bo‘ladi, buyerda y, =

FUNKSIYANING JUFT-TOQLIGI.

1. Funksiyaning aniglanish sohasi x=0 ga nisbatan simmetrik bo‘lib, Y(-
X)=Yy(X) bo‘lsa, y=y(x) funksiya juft funksiya; y(-x)=-y(x) bo‘lsa, y=y(x) funksiya
toq funksiya'deyiladi; aks holda funksiya juft ham emas, tog ham emas deyiladi.
Juft=J; Tog=T belgilash kiritamiz: J+J=J.
J+ T=Juft ham, toq ham emas (JTE).
JJ=J, JJ=d
JT=T, JT=T.
TxT=T.
TT=J, T:T=J.
Juft funksiyaning grafigi‘O¥ o‘qiga nisbatan simmetrik bo‘ladi.
9. Toq funksiyaning grafigi Keordinata boshiga nisbatan simmetrik bo‘ladi.
Masalan: 1) y=cosx — juft funksiya, y=sinx. - toq funksiya.
2) y=arcsinx va y=arctgx — toq funksiyalar:
3) y=arccosx va y=arcctgx —juft ham, togsham emas.

FUNKSIYALARNING DAVRIYLIGI.

Shunday T >0 soni mavjud bo‘lsaki, y=f(x) funksiyaning aniglanish sohasiga
tegishli har bir x nugta bilan bir gatorda x-T.va x+Tnugtalar ham shu sohaga
tegishli bo‘lib, f(x+T)= f(x-T)=f(x) tengliklar bajarilsa;"u holda f(x) funksiya
davriy funksiya deyiladi. Bunday xossali son, umuman olganda bir gancha
bo‘lishi mumkin. Agar ularning ichida eng kichik musbat Ty mavjud bo‘lsa, Ty
sonni f(x) funksiyaning davri deb aytamiz, f(x) funksiya esa, To davrli funksiya
deyiladi.

1. y=cosx va y=sinx funksiyalarning eng kichik musbat davri'(e.k.m.) T=2x.
2. y=tgx va y=ctgx funksiyalarning e.k.m. davri T= z.

3. y=sinkx (y=coskx) ning e.k.m. davri T= (2z/|k|), k= 0.

4, y=tgkx (y=ctgkx) ning e.k.m. davri T=( z/|k|), k= 0.

5. Bir necha davriy funksiyalarning yig‘indisidan iborat davriy funksiyaning e.k.m.
davrini topish uchun qo‘shiluvchi funksiyalarning e.k.m. davrlarini EKUK ni
topish kerak.

O N OTEWN

ZT” =4x, T1=4x, y =ctg3x

2
ning davri T, = % EKUK(T,;T,)= EKUK(47r;%) :%- EKUK(122) :%-12:47r.

Misol. y:sin§+ctg?,x=y1+y2, ylzsing ning davri T, =
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FUNKSIYAGA TESKARI BO‘LGAN FUNKSIYANI TOPISH.
y = f(x) funksiyaga teskari funksiyani topish uchun:

1) y=f(x) tenglikdan x topiladi;
2)  hosil bo‘lgan tenglikda x va y ning o‘rni o‘zaro almashtiriladi;
3) funksiyaning aniglanish sohasi hisobga olinadi.

Misol:y = é +3 funksiyaga teskari funksiyani toping?

=y-3=X- =L:>x:i+l

1
) x—1 y-3 y-3

2) xey:y:iJrl 3) y#1
X

y = f(x) funksiya va unga teskari funksiya grafigi y=x to‘g‘ri chiziqqa nisbatan
simmetrik'bo‘ladi.
FUNKSIYANING O‘SISHI VA KAMAYISHI.

f (x) funksiya (a;b) oraligda aniqlangan bo‘lib, ixtiyoriy x;,X, € (a,b)
x, > X, lar uchun, agar y(x1)>y(x2) bo‘lsa, y = f(x) funksiya (a,b) oraliqda
o‘suvchi; agar y(x) )< y(xg)bo‘lsa, y = f(x) funksiya (a,b) oraligda kamayuvchi
funksiya deyiladi.

CHIZIQLI FUNKSIYA

y=kx+b (k,b e R) ko‘rinishdagi funksiyaga chizigli funksiya deyiladi.

Bu funksiya grafigi Oxy tekisligida,to‘g‘ri chizigni ifodalaydi, shuning
uchun u chiziqgli funksiya deyiladi.

CHIZIQLI FUNKSIYANING Xossalari

1. Funksiyaning aniglanish sohasi D(y)=Rdan iborat.

2. Agar k=0 bo‘lsa, chizigli funksiyaning'giymatlar (o‘zgarish) sohasi barcha
hagiqgiy sonlardan iborat: E(y)=R. k=0 bo‘lsa, E(y)'= {b}.

3. k=0 bo‘lsa, x, = —E funksiya noli bo‘ladi. Agartk >0 bo‘lsa, bu funksiya

(x,:+0) da musbat ishorali, sohaning (—o;x,) gismida‘manfiy ishoralidir. k <0
bo‘lsa, aksincha (x,;+») sohada manfiy, sohaning golgan gismida:musbat; k =0
bo‘lgan holda bu funksiya (—oo,+x) sohada b ning ishorasi kabi ishorali bo‘ladi.
4. x e (—oo;+o0) Oraligda k>0 bo‘lsa, o‘suvchi, k<0 bo‘lsa, kamayuvchi.

5. b#0, k=0 bo‘lganda bu funksiya toq ham emas, juft ham emas; b=0, k=0
bo‘lgan holda esa tog funksiyadir va y=kx funksiyadagi x va y miqdorlarga
o‘zaro to‘g‘ri proporsional ravishda bog‘langan miqdorlar, k —proporsionallik
koeffisiyenti deyiladi.

6. b=0, k>0, y=kx — to‘g‘ri chiziq koordinata boshidan o‘tadi. (I, III choraklar).
7. b=0, k<0, y=kx — to‘g‘ri chiziq koordinata boshidan o‘tadi. (I, IV choraklar).
8. b>0, k=0, y=b — to‘g‘ri chiziq absissalar o‘qiga parallel. (I, II choraklar).

9. b<0, k=0, y=b — to*g‘ri chiziq absissalar o‘qiga parallel. (III, IV choraklar).
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10. kx+b=0, x=-b/k, b<0, k>0 (b>0, k<0) — to“g‘ri chiziq ordinata o‘qiga parallel
(I, IV choraklar).

11. kx+b=0, x=-b/k, b<0, k<0 (b>0, k>0) — to“g‘ri chiziq ordinata o‘qiga parallel
(11, 11 choraklar).

12. k>0, b>0, y=kx+b — to‘g‘ri chiziq I, II, III choraklardan o‘tadi.

13. k>0, b<0, y=kx+b —to‘g‘ri chiziq I, III, IV choraklardan o‘tadi.

14. k<0, b>0, y=kx+b —to‘g‘ri chiziq I, II, IV choraklardan o‘tadi.

15. k<0, b<0, y=kx+b —to‘g‘ri chiziq II, III, IV choraklardan o‘tadi.

16. y=kx+b to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar va M(Xo;Yo) nuqtadan o‘tgan to‘g‘ri

chizig tenglamasi: y-vy, = —%(x —X%,) (k;=-1/k — perpendikulyarlik sharti).

17. y=kx+b,to‘g‘ri chiziqga parallel va M(xo;Yo) nuqtadan o‘tgan to‘g‘ri chiziq
tenglamasi_y =y, = k(x - xg) (ki=k — parallellik sharti).
18. y=kix+b1va y=Kox+b, to‘g ri chiziqlar orasidagi burchak quyidagi formulalar
orgali topiladi:
K, —k, . k, —k,
22 7™ ok tgo = L2
Tkk, O 9T,
19. Aix+B1y+C1=0 va Ax+B,y+C,=0 bo‘lsa, to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak
quyidagi formula yordamida topiladi:
— Ale — AZBl yOkI tgo = AzB1 —A182 )
AA, +BB, AA, + BB
20. A _ Bt parallellik sharti.
Ay By
21. A;A,+B;1B,=0 perpendikulyarlik sharti.
TESKARI PROPORSIONALLIK.

y :E funksiyaga teskari proporsionallik deyiladi. (k€R,k =0)

tga =k, tgB=k,, Hp=|a-B, tgp=

ga

1. Funksiyaning aniglanish sohasi x=0 yoki D(y) =(x,0) U (0;) bo‘ladi.
2. Qiymatlar sohasi esa E(y) e (-»,0) U (0;00) dan iborat.
3. yzg tog funksiya

4. k>0 bo‘lsa, yzg funksiya (-;0) va (0;+0) oraliglarning har birida

kamayuvchi, k<0 bo‘lsa, y:E funksiya (-«;0) va (0;+) oraliglarning har
X

birida o‘suvchi bo‘ladi.
5. Grafigi
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Er_“_ F 3

k i

= — "= = —

¥ x,k':' ! J kdi[:',ly—x
=}: -

) -

6. Teskari proportsionallik grafigi giperbola deyiladi.

7.y= ; funksiyadagi x va y miqdorlarga o‘zaro teskari proporsional ravishda

bog‘langan miqdorlar, k — teskari proporsionallik koeffisiyenti deyiladi.

CHIZIQLI TENGSIZLIKLAR
b ‘ b
X>——, agar a>0 bo'lsa, XG(——,+ooj,
1. ax+b>0 < a a

X <~<—, agar a<0 bo'lsa, XE(—oo;—E].
a a

x<—9’ agar a>0.bo'lsa, xa(—oo;—gj,

2. ax+h<0 < a a
, b
X>——, agar a<0 bo'lsa; Xe[——;+ooj.
a a
TENGSIZLIK XOSSALARI

1. Agar f(x)>g(x) bo‘lsa, c>0da cf(x)=cg(x); c<Oda cf(x)< cg(x) bo‘ladi,
2. Agar [f(x)[=1g(x)] (If(x)] <|g(x)]) bo‘lsa, uholdaf"(x) >g*"(x) (F*'(x) <g*(x))
bo‘ladi;
3. Agar |[f(x)]< ¢, ¢>0bo‘lsa, u holda -c<f(x) <c/bo‘ladi.

CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI.

G _ &

y=—-—--X
a,x+by=c, . b, b
yoki
a,Xx+b,y=c,, y:C_Z_ﬁ
b, b,

1) 2 :ﬂ;t& to‘g‘ri chiziqlar parallel bo‘ladi, tenglamalar sistemasi

yechimgaegaemas. xe@, yed.

2) B _ % — S to‘g‘ri chiziqlar ustma —ust tushadi va tenglamalar sistemasi
a2 2 C2

cheksiz ko‘p yechimga ega.

3) e % to‘g‘ri chiziglar kesishadi va tenglamalar sistemasi yagona
az 2
yechimga ega.
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KVADRAT FUNKSIYA
f(x)=ax? +bx+c (ab,ceR, a=0) ko‘rinishdagi funksiyaga kvadratik
2
funksiya deyiladi. Uni  f(x)= a(x+2£j —42, D =b* —4ac shaklda ifodalash
a a

mumkin. Ifodadagi D uning diskriminanti. Bu funksiya grafigi parabola deb

ataluvchi egri chizigdan iborat.
¥

y=x? funksiya
1 Aniglanish sohasi: D(y)= (—o0,).
2. Qiymatlar sohasi: E(Y)=[0,).
3. y = x2 juft funksiya.
4 funksiya, (-«,0] oraligda kamayadi, [0,x) ' T
oraliqda o‘sadi.

5. y= X funksiyaning grafigi parabola.
y=ax*+bx+c funksiya

Funksiyaning umumiy £ ko rinishi: y=ax?+bx+c=a(x-Xo)’+Yo. ab,c -
. b 4ag-b?
koeffisiyentlar, x, =——1j vy, = .
y 0 2a yO 4a

1. Aniglanish sohasi: x e (£¢e0,%), D(y)= (~o0,).
2. Qiymatlar sohasi: a>0 da E(y)=[Yo, ), a<0 da E(y)= (- w0, Yo].

. . . . . —b_4ac—b2
3. Funksiya grafigi parabola, “parabolaning uchi =4 nuqtada
a a
yotadi;
4.  Simmetriya 0‘qi X= -5

2a
5. a<0 bo‘lsa, funksiya (_w;_zb_a] oraligda o°suwchi, [—z—ba;oo) oraligda
kamayuvchi.
6. a>0 bo‘lsa, funksiya(—oo;—z%] oraligda kamayuvchi, [_2%;00) oraliqda

o‘suvchi.

4ac —b?
7. a>0 bo‘lsa in=
5 Ymin 43

eng kichik qgiymatga ega;

_ 4ac —h?

a<0bo‘lsa Ymax= eng katta giymatga ega.

8. ax?+bx+c>0, Xi; Xo- ax?+bx+c=0 tenglama ildizlari va x, < x,.
a) a>0,D>0bo‘lsa, x e(~o0,% ) (xp;0)

b) a>0, D<0 bo‘lsa, x e (—o,)

c) a<0,D>0bo‘lsa, xe(x,xy)

d) a<0, D<0bo‘lsa, xeT
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9. ax?+bx+c<0, X3 ;X2 - ax?+bx+c=0 tenglama ildizlari.
a) a>0, D>0 bo‘lsa, x e (x,%y)
b) a>0,D<0bo‘lsa xe@
c) a<0,D>0bo‘lsa xe(—o0,x)u(x;o)
d) a<0,D<Obo‘lsa  xe (~o,0)
Grafiklari

1) a>0, D>0, x1<0, x»<0. 2) a>0, D>0, x3<0, x2>0.

k

¥ o ‘3?’

\ \ |/

=
XI\/KZ ) N \/ 2 :

¥

Grafigi 111,111 choraklarda. Grafigi 111,111,V choraklarda.
3) a>0, D>0, x;>0, x=>0. 4) a<0 D>0 x;<0 x<0.
Vi 74

X1 X3 XIA

M /N

v

Grafigi 1,11,V choraklarda. Grafigidl,111,1V choraklarda.
5) a<0, D>0, x;<0, x,>0. 6) a<0, D>0, x;=>0, x,>0.
¥ F Y
Er.h
/‘xl :{g\\ :f.; \
Grafigi 111,111,V choraklarda. Grafigi I,111,1V choraklarda.
b 4ac - b’

7) a>0, D<O0, x, =gt Yo = >0. 8) a>0,D=0, yo=0.

4da
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Y'“

V] \

o * Xy 1
Grafigi 1,1l choraklarda. Grafigi 1,1l choraklarda.
-0 v.— _ b _dac-b?
9) a<0, D=0, y,=0. 10) a<0 D<a0, XO_‘g’ Yo ="z <0.
Vi
Vi
Lo xlﬂ #
Aﬁc Yol --- i
Grafigi 11,1V choraklarda: Grafigi I11,1V choraklarda.

Y=AX*FUNKSIYA
1. Aniglanish sohasi: X € (— oo;+oo).
2. Qiymatlar sohasi: Y € (— oo;+oo).
3. @>0 da o‘suvchi, a<0 da kamayuvchi.
4. y=ax? toq funksiya.
5. y=ax? funksiyaning grafigi kubik parabola.
1) a<0 2).a>0

v
v

y=ax", neR - funksiya darajali funksiya deyiladi.

y =~/x FUNKSIYA
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¥

1. Aniglanish sohasi: X € [0;4<0).
2. Qiymatlar sohasi: Y € [0;+o0).
3.y= Jx funksiya X € [OH-OO) o‘suvchi. ' g

4,y = Jx funksiyaning grafigi | chorakdagi

yarim parabola.
KO‘RSATKICHLI FUNKSIYA

1. Umumiy ko‘rinishi: y=a* (a>0, a#1). Va
2. Aniglanish sohasi: X € (— oo;+oo).

3. Qiymatlar sohasi: Yy € (0;+0).

4. a>1 bo‘lganda y=a* funksiya aniglanish
sohasida

o‘suvchi, 0<a<l bo‘ganda esa kamayuvchi.
5. Har doim (0;1) fugtadan oftadi.

<] a=1

s

LOGARIFMIK FUNKSIYA
y = a” ko‘rsatkichli funksiyagateskari bo‘lgan
funksiya a asosli logarifmik funksiya deyiladi v a1 a=1

va y=log.x ko‘rinishda yoziladi. Bunda a>0;, a#l,
x>0. >

1. Aniglanish sohasi: X € (0;+oo)

2. Qiymatlar sohasi: Y € (— oo;+oo)

3. 0<a<1 bo‘lganda kamayuvchi, a>1 bo‘lganda o‘suvchi.
4. Har doim (1;0) nuqgtadan o tadi.

O=a=1

Y=[X] - SONNING BUTUN QISMI.
[X] —x dan oshmaydigan eng katta butun son. ‘ —0

Misollar: [2,31]=2; [14,3]=14; [-1,34]=-2; [-3,13]=-4. :D .
Y={X} SONNING KASR —D_%
v QISML.

E 3

...... S -t {x}=x-[x].

. Misollar: {5,76}=0,76; {2,84}=0,84; {-5,26}=0,74; {-
1,24}=0,76; {1,24}=0,24.
ARIFMETIK PROGRESSIYA.
Ikkinchi hadidan boshlab har bir hadi o‘zidan oldingi hadga bir xil sonni
qo‘shish yordamida hosil qilingan sonlar ketma-Ketligi arifmetik progressiya
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deyiladi. Demak, arifmetik progressiyaning har bir hadi o‘zidan avvalgi haddan
ayirma deb ataluvchi d songa farq qiladi. Arifmetik pogressiya hadlari
ai,a»,as,...,an kabi belgilanadi.

—a, =2 T% sk, nkeN).
n—k

2. n -hadini topish formulasi: a, =a, + (n-1)d.

1. Ayirmani topish:d =a, —a, =a

n+1

a, , +a,.,
2
4. Agar ap +am = ay +apbo‘lsa, n+m=k+p tenglik o‘rinli.
5. Arifmetik progressiyaning dastlabki n ta hadi yig‘indisi topish formulasi:
g _dta,  @tay, 2a, +(n-1)d .
" 2 2 2
6. an=Sn-Sn4.

3. O‘rta hadini topish: a, =L2a”*l, n>1; a, = , n>k.

7. a,a+d,a+2d,...,a(n-1)d bo'lsa,
n(n+1)

S,=a+2(a+d)+...+n(a+(n-1)d) =
8. S, =S, +S, +nkd.

(3a+2(n—-1d)

0. 5. ="FNg Us )y man.
m-n

10. a,a+d,a+2d,.,a+(n-1)d va b,b+ p,b+2p,.,b+(n-1)p bo‘lsa,
S,=ab+(@+d)b+p)+(@a+2d)b+2p)+...+(@+(n-Dd)(b+(n-1)p) =

_ a(Zb_(n_l)p)nerd n(n+1) bd (n—l)n(2n—1).
2 2 6

a (10”*l ~10

12. Sn:a+z§;1+a§a+...+a§a=5 —nj,bunda neN,a=0 ragam.

GEOMETRIK PROGRESSIYA/

Birinchi hadi noldan fargli, ikkinchi hadidan boshlab har bir hadi avvalgi hadini
nolga teng bo‘Imagan bir xil songa ko‘paytirlganiga teng bo‘lgan sonlar ketma-
ketligi geometrik progressiya deyiladi. Demak, geometrik progressiya shunday
sonlar ketma-ketligi ekanki, uning har bir hadini o‘zidan bir nomer avvalgi hadiga
nisbati maxraj deb ataluvchi g - o‘zgarmas songa teng bo‘ladi. Geometrik

progressiya hadlari by,b,, ...,5, kabi belgilanadi.
1. Maxrajini topish formulasi: g =% =%, (q=1).
n- hadini topish formulasi: b, =b, -q"™*.
O‘rta hadini topish formulasi: b, = /b, -b,, b, =4b,,-b

2

3 ) b, >0, n=23,....
4. b,-b, =b, -b, bo‘lsa, m+n=k+p o‘rinli.

5

n+l?

Dastlabki n ta hadining yig‘indisi: S, = b”(;q _lbl = bl((? 11) . (g=1).

6. bn:Sn'Sn-l.
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CHEKSIZ KAMAYUVCHI GEOMETRIK PROGRESSIYA.
b,b,0,b,9%,..,bq"",... geometrik progressiya berilgan bo‘lsin.
Agar |g| <1 bo‘lsa, bu ketma-Kketlik cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya

deyiladi.
S=b, +bg+bg°+..+bq"" +.. yig‘indisini topish formulasi:
b,
S “1q (a/<1)-
LOGARIFMLAR

y=log,x < a’=x, (a>0, a=1) bo‘lib, bundan a"** = x logarifmning
asosiy ayniyati kelib chigadi.
log,, b =lgb—o'nli logarifm; log,b=Inb—natural logarifm - umumiy
belgilashlar gabul gilingan.
Logarifmning xossalari:
Hamma holda a>0, a=1, x>0, y>0, ¢c>0, c=1.

1.log, 1=0; 2log,a=1, 3.log, xy =log, x+log, v;
4.Iogaizlogax—logay; 5.log,b" =n-log_ b;
y

6,|oga b :M;
log. a

7.log  b“=log,b;  8.log, b" =Elogab; 9.IogaT/b_”=£Iogab;
m

10. al%9:P _plogea. - qq log, b :m%; 12. log,b'%:" = (log,b)* = log?b
b

13. log,b-log, c-...-log, m=log, m; 14. log, x-log,¥ =log, y-log, x;
15.a>1 0O<b<l1 yoki 0<a<l, b>1 da log, b<0;

16. a>1 b>1yoki O0<a<l, O0<b<l1 da log,b>0;
17.a>1, b>c>0 da log,b>log,c;

18. 0<a<l, b>c>0 da log,b<log,c;

19. b>a>1 bo'lsin, agar p>1, bo'lsa, log, p>log, p bo'ladi;
agar O<p<l bo'lsa log, p<log, p bo'ladi;
20. 0<a<h<l  bo'lsin, agar O<p<l bo'lsa, log, p<log, p  bo'ladi.
Agar  p>1  bo'lsa, log, p>log, p  Dbo'ladi
21. a>b>0  bo'lsin, agar ~ p>1  bo'la, log,a>log, b bo'ladi.
Agar  O<p<l  bo'lsa, log,a>log,b bo'ladi

f(x) > g(x),
22. a'™>a%"  tengsizlik, a>1 da  {f(x)>0, tengsizliklar
ag(x)>0
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f(x) <g(x),
sistemasiga; 0<a<lda {f(X)>0,  tengsizliklar sistemasiga teng kuchli
g(x)>0

bo‘ladi.
f(x)>0

23. log, f(X) < Ctengsizlik, f(x)<a

¢ tengsizliklar sistemasiga;

a>1 da{

f(x) >0

tengsizliklar sistemasiga teng kuchli bo‘ladi.
f(x)>a

Cc

O<a<l da {

24. Har ganday natural n son uchun log , (N +1) > 10g (1) (N + 2) o‘rinli.
IXTIYORIY BURCHAK TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARI

o 1809 . L .
@’ ==——-a_4 radian .o‘Ichov birligidan gradusga o‘tish
T
A, = # -a® gradus o‘lchov. birligidan radianga o‘tish.
Markazi koordinatalar boshida bo‘lgan, radiusi
y 1 I"ga teng aylana berilgan bo‘lsin. Koordinata
boshi atrofida OP, vektorni soat strelkasi

B, =Mx;y,) harakatiga teskari yo‘nalishda biror burchakka
A burish B, =M(0) nuqgtani P, =M(x,;VY,)
nuqtaga o‘tkazsin. Bu musbat yo‘nalishli
burilish' hisoblanadi. Soat strelkasi harakati
B =My, bo‘ylab a.burchakka burish manfiy burchakka

burish hisoblanadi¢" Bu_holda « o‘zgarishi
bilan P, nugtaning koordinatalari x, va y, lar ham‘turlicha o‘zgaradi.

OP, = (1,0) vektorni « burchakka burish bilan hosil gilingan OP, =(x,;y,)

vektorning absissasi « burchakning kosinusi, ordinatasi esa uning sinusi deb
aytiladi va mos ravishda x, =cosa, y, =sina deb belgilanadi.

ASOSIY TRIGONOMETRIK AYNIYATLAR

. sina cosa
1. sina +cos’ a =1; 2. tga=—=;  3.ctga =—-;
cosa sina

/;
_m¥)

EH
s

4. tga-ctga =1, 5. 1+tg’a=

—; 6. 1+ctg’a =———;
cos® a sin® o
TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARNI BIRINI IKKINCHISI ORQALI
IFODALASH
1. sing=+vV1-cos’ a = 9o !

+J1+tg%a ) + 1+ ctg’er

2. cosa =+VJ1-sina = ! clga

+/1+1g%a ) +./1+ctg’a /
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sina tyl-cos’a 1

3. tga = = = :
g iﬂ/l—SinZOK COSx ctga
4. ctga = £05@ _t1l-sin*a 1
' ++/1-cos’ « sin o tgar
Bu yerda « ning gaysi chorakka tegishli ekanligiga qarab “-”, “+” ishoralidan biri

olinadi. Masalan: Agar o e (0, %), ya‘ni birinchi chorakka tegishli gqiymat gabul

3
gilsa, 1-formulada “+”ishorasi, & € (ﬁ , 77[), ya‘ni III chorakka tegishli qiymat

gabul gilsap,1-formulada “-” ishorasi olinadi.
BURCHAKLAR YIG‘INDISI VA AYIRMASINING
TRIGONAMETRIK FUNKSIYALARI
1. sin(e £ B) =sinacosf £.cosasin .
2. cos(x = ) =cosa cosp +sin asin .

tga £tgp
gt pf)=—-—-"—.
9(@=*/) 1¥tgo -tgp
3.ctg(atf)=————=.
9(@*/h) ctga £ ctgp

4. sin(a + B) +sin(a — ) = 2sin ¢ cos S.

5. sin(a + B) —sin(a — B) = 2sin fcosa .

6. cos(x + ) +cos(x — fF) = 2Cc0SxCOoS .

7. cos(a — f) —cos(a + ) =2sinasin S.

8. cos(x + f+y) =cosacosfcosy —cosasin fsiny —siner Cos Asin y —sinasin fCosy.

9. sin(ax + B+ y) =sinacos fcosy +cosasin fCosy +CosaCosBsin y —sin asin Ssin .
IKKILANGAN ARGUMENTNING TRIGONOMETRIK

FORMULALARI
1. sin2a =2sinacosa = 2t902[ . 2. t92a = Ztgazl :
1+t9°x 1-tg°a
2
3. cos2a =cos’ @ —sina =2cos? ¢ —1=1-2sin*a = 1—tgza .
1+tg°a
YARIM BURCHAKNING TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARI
1sin%=g [126052 5 gs & =y [LHCOST
2 2 2 2
:1_

o _ /1—c03a _ Siha COSa
3. tg—==+ = . )
2 1+cosa 1+cosa Sina
o 1+cosa _1+cosa sina
4, ctg _=J_r1/ == = :
2 1-cosa sina 1-cosa
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2tgg
5.siNa = =1—2c032(5+gj.
1+tg2g 4 2
2
1-tg® =
6.COSa = 2 =1-2sin (” “].
1+tg® = 4 2
2
2t % g2 -1 1-tg2%
7. tga=—2 . 8. ctga = = 2
1-tg? % 2ctg% ZtQ%
TRIGONOMETRIK FUNKSIYALAR YIG‘INDISI VA AYIRMASI
UCHUN FORMULALAR
1.sina iSinﬂZZSinazﬂ-cosaj’B.
2. sina +C0Sa =+/2 co8(45% ¢ )=+/2 sin(45%+ a ).
3. COSa -Sina =+/2$in(45%a )=/2 cos(45%+ « ).
4, COSa+COSﬂ=2cosa;’B.cosa;’B.
.o+l a=p sin(a £ B)
. - =2 : . . tga +t
5. Ccosa -Cc0os B sin 5 sin 5 6. tga £tgB = 0050005
1. Ctga+ctgﬂ=M. 8. 1+sina=2cosz(45°—gj.
sina -sin B 2
9.1-sina =23in2(45° —%j 10. 1+cos @ Zcos2 =
_ cos(a - ) Lo L.
tga + L 1- E
11.tga +Ctg B = cosasin § 12.1-c0sa=2sIn">
13. 1-tg? ¢ =5%52% 14, 1—ctgle/= S%%%
g e cos’ a g sin® o

15. p cosa +qsina =rsin(p+a), buyerda: r=+ p2 +q2 , SINB =$,cosﬂ

= |2

TRIGONOMETRIK FUNKSIYLAR UCHUN DARAJANI

PASAYTIRISH FORMULALARI
1-cos2a

_1+cos2a

3cosa +c0s3
1. cos2a = a “.

4

2. sina = 3. coslu =

3sina —sin3a
4

6. sin‘a 2%(003405 —4c0S2a +3).

4. sinda = . 5. sin“a —COS4a = -C0S2« .

7.cos*a :% (cos4 o +4c0s2a +3).
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8. sin*a +cos*a = 1-2sina -cos?a :Z+_COS4a .

- : 5 3 _ 2
9.sin®a +cosba = 1-3sin’a C0S?a :§+§Cos4a =1- %SInZZa = —1+ZCZS 2.

10. cos*a - sin*a = cos2« .
11. costa —sinta =%(C052a (3+cosda)).

TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARNING KO‘PAYTMASINI
YIG’INDIGA KELTIRISH

sin « -cos ﬁ:%(sin(a -B) +sin(a + §)).

=

N

. SN « -Sin ﬁ:%(cos(a - B)-cos(a + 4)).

sin(a + B)
tga +tgf

w

. COSa -COS j3 :%(COS(a - )+cos(a + p))=

t9a +195 _ tga —tgp
ctga + 6tgfB_ctgp — ctga
ctga -ctg f= ctga +ctgf _Clga <ctgp .
tga +tgp tgf -1t
g« °ctgﬂ:tga + ctgp :tga—ctgﬂ .
ctga +tgf tgf —ctge
.sin(a + p)-sin(a - #)=c0s? f -C0S%a .
. C0S(a + B )sin(a - B)=SiNa COSa -SINBLOS S .
cos(a + B)-cos(a - B)=C0s% -sin? B .
10. sin(a + B)-cos(a - B)=SiNa COSa +SiN B COS 3.
BA‘Z1 TRIGONOMETRIK FORMULALAR.
1 sin3a =3sina —4sin® a = 3sin ¢ cos® « —sin” &
2 c0s3a =C0S>« -3¢c0S « Sin?a =4c0s3« -3cos« .
_ 3
3 tg3a = tga +tg2c =3tga tg a
l1-tgatg2a  1-3tg°a
4.  sinda =4sina cosa (1-2sina)
5
6.

B

tga tgp=

o1

© o ~N O

c0s4 a =8sin*« -8sin%a +1

2
tgha = dtga(l-tg a)

1-6tg’a +tg‘a
_ 2
7.ctgda = 4590‘(1 t? ) .
tg"a—-6tg°ax+1
8. sin5a =16sina cos*a -12sina cos?a +Sine .
9. c0S5a =16¢0S°« -20c0s%a +5¢0S ¢ .

252



S.Hodjiyev, N.O.Jo rayeva, M.M.Hamdamov

ne  (n+a

sin—cos
10. coSa +C0S2 « +C0S3 +.....+cos na = . ,a#z2kr, keZ.
sin—
2
. Nna . (N+)a
sin—=sin
11.sina +Sin2a +SiN3a +....... +sinna = 2 - 2 L a#2kr, keZ.
sin =

12. sin a +sin(a + B) +sin(a +2 B) +.... +sin(a +(n-1)f)= =
(n—l)ﬂj ng
2

sin| o + sin—=.
[ 2
13. Sinfa™sin?2 ¢ +sin23a +.... +sin?na = n+l cosnasin(n+la

2sina
a+2kr, kel.
H n+l
14. c0S « C0S2a C0S4 ¢ .C0S2 " = 1 S";ii “, a#2kr, keZ.
2 (04
15.asin a +b cosﬁ=\/a2 +b2 sin (a + B), bu yerda sina = 2 :
vJa? +b?
Ccospf = b .
Ja? +b?

16. max (a sin « +bcosa )=/ aZ4b°.
17. min (asina +bcosa )= -+ a? 1 b2,

TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARNING ISHORALARI.

a | chorak Il chorak 111 chorak IV chorak
Sina + + - -
COS«a + - - "
19a + - + -

Ctg o + - + _

TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARNING BA’ZI XOSSALARI.

Son argumentining sinusi, kosinusi, tangensi, kotangensi trigonometrik
funksiyalar deyilib, ular mos ravishda y=sin x, y= cos X, y= tgx, y=ctgx
ko‘rinishida yoziladi.

1. sinx, tgx, ctgx - toq funksiyalar, cosx-juft funksiya, ya’ni
sin(-x)= -sinx, tg(-x)=-tgx, ctg(-x)= — ctgx, cos(-x)=CcosxX.

2. sinx, cosx - davriy funksiyalar bo‘lib, eng kichik musbat davri 7=2x ga
teng, tgx, ctgx - davriy funksiyalar bo‘lib, eng kichik musbat davri 7=z ga
teng.

3. y=sin x funksiyaning aniglanish sohasi barcha hagiqiy sonlar
to‘plamidan iborat: D(x)= R. Qiymatlar sohasi esa [-1;1] kesmadan iborat: E(y)=
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[-1;1]. Ushbu funksiya [_%+2m;%+2m}, (nez) oraligda o‘suvchi;
[£+ o 3 z,m}, (nez) oraligda kamayuvchidir.
2 2

4. y= cos x funksiyaning aniglanish sohasi barcha haqgiqiy sonlar
to‘plamidan iborat: D(X)= R. Qiymatlar sohasi esa [-1;1] kesmadan iborat: E(y)=

[-1;1]. Ushbu funksiya [27zn, T+ 27zn],(n ez) oraligda kamayuvchi,
[z + 2,27 + 2/m], (ne Z ) oraliqda o*suvchidir.

5. y= tgx funksiyaning aniglanish sohasi D(x)=(—% + ﬂn;% + ;znj ,(nez);

giymatlar sohasi esa E(y)= R. y= tgx funksiya har bir [— % + 7, % + 7ZT'Ij ,(nez)

oraliqda "=« dan +« gacha o‘suvchi.

6. y=ctgx funksiyaning aniglanish sohasi D(x)=(m; z + m), (neZ);
giymatlar sohasi esa E(y)= R. y= ctgx funksiya har bir (zn;z + m), (nez)
oraligda +« dan -«<gachakamayuvchi.

TESKARI TRIGONOMETRIK FUNKSIYALAR
y=arcsinx funksiya: 1yD(X)=[-1;1];
— | =T T |.
DEQ)=| 5 ;
3) arcsin(-x)=-arcsinx tenglik bajarilgani uchun bu funksiya toqdir;
4) (0;1]oraligda musbat, [-1;0) oraligda manfiy giymatlidir;
5) [-1;1] kesmada o‘suvchi bo‘lib, bu,oraligning.chap oxirida o°zining eng kichik

—% qiymatiga, o‘ng oxirida eng katta % giymatigaerishadi.

Bu funksiyaning grafigi y=sinx funksiyanig {%ﬂ oraligdagi grafigini y=x
to‘g ri chizig‘iga nisbatan simmetrik yasash bilan hosil.gilinadi.
y=arccosx funksiya: 1) D(x)=[-1;1];
2) E(y)= [0:7];
3) Funksiya toq ham, juft ham emas;
4) [-1;1]oraligda musbat gqiymatlidir;
5) [-1;1] kesmada kamayuvchi bo‘lib, bu oraligning chap oxirida o‘zining eng
katta = qiymatiga, o‘ng oxirida eng kichik 0 giymatiga erishadi.
Bu funksiyaning grafigi y=cosx funksiyanig [0; ] oraliqdagi grafigini y=x to‘g‘ri
chizig‘iga nisbatan simmetrik yasash bilan hosil gilinadi.
y=arctgx funksiya: 1) D(x)=R;
— =T T ).
2 EQ)= (557 )
3) arctg(-x)=-arctg(x) tenglik bajarilgani uchun bu funksiya toqdir;
4) R, oraligda musbat, R_oraligda manfiy giymatlidir;
5) R haqiqiy sonlar to‘plamida o‘suvchi.
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Bu funksiyaning grafigi y=tgx funksiyanig (%%) oraligdagi grafigini y=x

to‘g‘ri chizig‘iga nisbatan simmetrik yasash bilan hosil gilinadi.

y=arcctgx funksiya: 1) D(X)=R;

2) E(y)= (0:7);

3) Funksiya tog ham, juft ham emas;

4) R to‘plamning har bir nuqtasida musbat qiymatlidir;

5) R to‘plamda kamayuvchi.

Bu funksiyaning grafigi y=ctgx funksiyanig (0;~) oraligdagi grafigini y=x to‘g‘ri
chizig‘iga nisbatan simmetrik yasash bilan hosil qgilinadi.

Teskari trigonometrik funksiyalar uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli:

1. arcsin(sinX)=x, Xe{—%;%:l; 2. sin (arcsinx)=x, xe [~ 1:1];

3. arccos(cosx)=x, Xe|[0;z]; 4. cos(arccosx)=x, Xe [-11];
V%

5. arctg(tgx)=x, Xe [— > 5) ; 6. tg(arctgx)=x, xeR;

7. arcctg(ctgx)=x, xe (0;z); 8. ctg(arcctgx)=x, xeR;
9. arcsin(-x)=-arcsinx; 10. acrcos(=X)= -arccosx;

11. arctg (-x)=-arctgx; 12. arcetg(-x)= 7 —arcctgx ;
X

Vl—xz’
X

_T :
14. arccosx= 5 arcsin x = arcctg

_ T
13. arcsin x= E -arccosx=arctg

1—x2

15. arctgx=7" _ arcctgx = arcsin
2 1+ x2

X .
N
17. sin (arccosx)=\/1—X2; 18. sin(arctgx)=__X__;

16. arcctgx=727 — arctgx = arccos

1+x°
19. sin(arcctgx)= Lo 20. sin(2arcsinx)=2xV1— x2 ;
1+x°
21. sin(2arccosx)=2xV1— x2 ; 22.sin (2arctgx)= 2X ;
1+ x°
23. sin(2arcctgx)= 2x_ 24, cos(arcsinx)zx/l—xz;
1+ X
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25. cos(arctgx)= 1 ;  26. cos(arcctgx)= X .
1+ x2 1+ X
27. cos(2arcsinx)= -(2x>-1);  28. cos(2arccosx)=2x>-1;
2
29. cos(2arctgx)= 1~ X" ; 30. cos(2arcctgx)= X" 1.
1+ X X% +1
2
31. tg(arcsinx)= X_ . 32. tg (arccosx)= 1-x ;
1— X2 X
2 [ 2
33. tg(arcctgx)=\/1+7x; 34. tg (2arcsinx)=2XV1-x" .
x% -1 1-2x°
/ 2
35. tg (2arccosx):zxi; 36. tg(2arctgx)= 5
2x% -1 1-
/ 2
37.tg (2arcctgx)= 2, ; 38. ctg(arcsinx)= 1-x".
% -1 X
1
39. ctg(2arcsinx)=__* L ; 40. ctg (arctgx)=—;
1- %2 X
2 2
41. ctg(2arcsinx)=_1—2X"_. 42.'¢tg (2arccosx)=_2X_~1 .
2xV1—x? 2x\1- X2
_1-x2, _x%-1.
43. ctg (2arctgx)= ; 44, ctg (2arcctgx)= ;
2X 2X
45, arccosx+arcsinx=mu/2; 46. arctgx+arcctgx=n/2;
47. arccosx+arccosy=— arccos(xy —V1-x? - J1-y? ) X>y;
48. arccosx+arccosy= arccos(xy —V1-x% - f1-y? ) X<V,
X+Y X =
49. arctgx+arctgy=arctg , xy<1; 50. arctgx-arctgy=arctg X &Y | xy>1
1-xy I xy
51. arcctgx+arcctgy=arcctg ¥y —1, x=-y;
X+Yy
52. arcctgx-arcctgy=arcctg XY * 1, X#Y.
X—y

TRIGONOMETRIK TENGLAMALAR
1.sinx=a, |a <1, x=(-1)"arcsina+m, neZ;
2.cosx=a, |a| <1, x=*arccosa+2m, nez;
3.tgx=a, x=arctga+m neZ;
4, ctgx=a, x=arcctgatm, nelZ.
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XUSUSIY HOLLAR
a sinx=a COSX=a
0 x=7K, keZ. y= %Mk, KeZ .
1 x=2 2%, keZ, X=27k, keZ.
-1 X=—%+27zk, KeZ | X=r+27k, keZ.
1 _¢.\N X=4+ 7% , keZ.
> DT, keZ. £ vk ke
T
—% X:(-l)nﬂg—l_ﬂk’ keZ. X:i%vaZﬂk, keZ.
V3 x=(-1)"Z+ 7k, keZ. X=+ 2 427k, keZ.
2 3 6
T
-ﬁ X=(-1)n+l§+ﬂk’ keZ. X:i%[+27zk, keZ.
2
V2 x=(-)1 7 4 ki kez . x=+Z 427k, keZ.
2 4 4
_ﬂ X:(-l)n+1z+7zk, keZ. X=i3—”+27zk, keZ.
2 4 4
a>1 a<-1 %) (0]
a tgx ctgx
0 X=m, neZ. «—-"%+m,NneZ
2
1 x:£+7zn, neZ. x:£+7zn, neZ
4 4
-1 x=-—24m,neZ. x_3—ﬂ+7zn, neZ
4 4
\/§ X:%-l—ﬂn’ nhe’Z. X_Z_'_ﬂn’ neZ
'\/§ X:—%+7zn, neZ. x:%+7zn, neZ
J/3 1 T
?:ﬁ X=€+ﬂn, ne”Z. X=—+7m, neZ
NE 1 r
——=— X=——+7, ne’l.
3 3 6 =
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KELTIRISH FORMULALARI.

X sinx COS X tg x ctg x
T_, COS « Sin « ctg o tg «
2
LA COS «a -Sin « -Ctg « -1g @
2
T-a sin « -C0S « -tg o -ctg o
T+a -sin « -COS « tg a ctg «
3 _ -COS « -Sin « ctg « tg o
2
37 -COS « sin « -Ctg « -9 @
2
27— -Sin « COS «a -1g « -Clg «
2r+a sin « COS «a tg a ctg «
BA’Z1 BURCHAKLARNING TRIGONOMETRIK
FUNKSIYALARDAGI QIYMATLARI
o 0 & radian Sina COS«o tga Ctga
15° K 2 <43 2+.3 2-3 2+4/3
12 2 5
25 | =z 2- V24 252 | N2 | V2w
8 2 2
30° z t 3 1.\ V3
6 2 2 J3 3
450 T V2 V2 I I
4 2 2
60" |z 5 L B 1B
3 2 2 \/§ 3
75° 57 243 _ 03 2+4/3 2-+/3
12 2 2
90° T 1 0 - 0
2
105° i 2443 2.3 | -2+ | J3-2
12 > T
120° 2z V3 1 -3 13
3 2 2 \/§ 3
135° 3z V2 2 -1 -1
4 2 2
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150° 57 1 G 1 3| B
6 2 2 3 3
165° 11z 23 L2+ | 3=2 | -(2+3)
12 -
2 2
180° i 0 -1 0 -
210° &3 1 B 1 3 J3
6 2 2 N
240° 4z 3 1 J3 1 _3
3 2 2 3 3
270° 3 -1 0 - 0
2
300° 5z V3 1 -3 1 4B
3 2 2 J3 3
330° 11z 1 V3 1 3 -3
6 2 2 3 3
0°, 360° 2x 0 1 0 -
TRIGONOMETRIK FUNKSIYALAR GRAFIKLARI
1. y=sinx 2. y=C0SX
-
2
N
ﬂt) 2 ] 2 4 sy ‘ | |
1 x SNG4 'lf N
2 -2
3. y=arcsiny, , 4. y=arccosx,,
1 0 1 \
1 #X
-70/2 -1 0 1
5. y=tgx 6. y=ctgx
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¥ih
1w+
5
“=r"l0 1 2 %
_j__
104
7. y=arctgx
¥
________ o ———---

¥4

8. y=arcctgx

TRIGONOMETRIK TENGSIZLIKLAR.

. cosx>a, |a<1

O NO O & WO N B

260

.SiNX <a, |a|<1 Xe (-7 —arcsina+ 2zn;arcsina+2zn),n € 2

. COSX<a, [a]<1 x e (arccosa+ 27n;27 —arccosa + 2zm).
. tgx>a Xxe (arctga+ zn; /2 + 7). (C-rasm)

.tgx<a, x e (-7 /2+ an;arctga + zn) .

. ctgx>a, x e (an;arcctga+zn) . (d-rasm)

. Clgx<a, x e (arcctga+ m; z + mm),ne Z .

.sinx >a, |[a <1 Xe (arcsina+2n;z —arcsina + 2zm);neZ . (a-rasm)

X € (—arccosa + 2zn;arccosa + 2zn) . (b=rasm)
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a-pack &7 h-pacs .
il Fi17 arenm
™ P - ﬁ\.
1 EIL a >
= ALC0E

C-[RCH ! d-pacs ¥4 -

L
KM = ’/0

e

HOSILANING MEXANIK MA’NOSI
Agar S(t) - masofa (yo‘l), V(t) - tezlik, a(t) - tezlanish (oniy tezlik) bo‘lsa,
S'(t)=V(t), S"(t)=V'(t)=alt) bo‘ladi.
Egri chiziglar orasidagi burchak
M (x,, Y, ) nugtada kesishuvehi f,(x) va f,(x) egri chiziglar orasidagi burchak:
tga = le(xo)_ fl'(xo) )
1+ fll(Xo)' fz(xo)
AYRIM FUNKSIYANING ENG KATTA VA ENG KICHIK

QILYMATLARI.
1. y=ax’+bx+c
2 - '
Parabola uchi koordinatalari: x, = —zb—a: Yo =— b 4:‘ac = ax, +bx, +c.

Agar a>0 bo‘lsa, min y =y, bo‘ladi.
Agar a<0 bo‘lsa, max y =y, bo‘ladi.
2. y=sinkxva y=coskx funksiyalar uchun maxy=1/miny=-1.

3. y =asinkx+bcoskx funksiya uchun maxy=+a® +b*, miny=—J/a® +b” .
AYRIM MASALALARNI YECHISH UCHUN FORMULALAR.
1. Xaritada masofa A sm bo‘lsa, yer yuzida gancha (X) bo‘ladi, M(1:B) — mashtab.
x=—AB i m-A B A Bsm=10A-Bmm.
100000 100

2. Yer yuzida A km bo‘lsa, xaritada qancha (y) bo‘ladi, M(1:B) — mashtab.
_ 100000A M- 10000A dm— 1000000A mm

B B B
3. 1 dan C gacha bo‘lgan sonlar orasidan <A> va <B> ga bo‘linadigan (D)

nechta (A va B o‘zaro tub sonlar) son bor?

o-c-[£] (£]-[%]
Al |B] [A-B

4. Bir ishchi ishning A gismini (t; vaqgtda), ikkinchisi shu ishning B gismini (t2
vaqtda) bajarsa, ikkalasi shu ishni ganchasini (t vaqtda) (X) bajaradi?
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LoL_t

A B X
5. Jami o‘quvchi — A ta, ingliz tilini biladiganlari — B ta, nemis tilini biladiganlari
— C ta, ikki tilni biladiganlari — D ta, ikki tilni bilamaydiganlari — E ta

E=(A+D)-(B+C).

Ushbu formulaning isboti: X=B-D —faqat ingliz tilini biladigan o‘quvchilar
soni; Y=C-D —fagat nemis tilini biladigan o‘quvchilar soni; X+Y+D+E=A. X va
Y ning qiymatlarini keltirib qo‘yamiz:
B-D+C-D+D+E=A va natijada yuqoridagi E=(A+D)-(B +C) formula kelib
chigadi.

6. Jami o‘quvchi — A ta, rags to‘garagida — B ta, ashula to‘garagida — C ta, fagat

raqs to‘garagida — X ta, fagat ashula to‘garagida — Y ta, ikkalasida ham — Z ta
X=A-C Y=A-B Z=(B+C)-A

7. Agar savdogar mahsulotining 1 kg ni A so‘mdan sotsa, B so‘m zarar ko‘radi.

Agar C so‘mdan sefsa, D so‘m foyda ko‘radi. Savdogarning mahsuloti (X)

gancha?
B+D

C-A
8. Tarkibida P% oltin bo‘lgan” A‘gr modda tarkibida Q% oltin bo‘lgan B gr modda
bilan aralashtirildi:
1) Birinchi moddadagi sof oltin migdori (x)?
-
100
2) Ikkinchi moddadagi sof oltin migdori (%)?
B-Q
X=—
100

X =

3) Aralashmaning massasi (x)?
X=A+B
4) Aralashmadagi sof oltin migdori (x)?
(_A-P+B-Q
A+B
9. n! nechta nol bilan tugaydi?

x:F}+[1}{1}+{1}+{1}+...+[1} , 5" >n.
5] [5°] [5°) |5*] [5° 5
[a] — a dan oshmaydigan eng katta butun son.
SONLARGA DOIR MASALALAR
1-M. 345678910111213...686970 sonlarning ragamlar yig’indisini toping. Sonni
to’ligroq ko’rinishga keltiramiz.
12345678910111213...678970
123456789 uchun 1+2+3+...+9=45
10111213...19 uchun 55
20212223...29 uchun 65

262



S.Hodjiyev, N.O.Jo rayeva, M.M.Hamdamov

30313233...39 uchun 75

40414243...49 uchun 85

50515253...59 uchun 95

60616263...69 uchun 105

70 uchun 7+0=7

12 uchun 1+2=3

Jami: 45+55+65+75+85+95+105+7-3=529

2-M. 1.2-3-4-5....-n ko’paytmadagi nollar sonini toping.

RN

5] |5*] |5°] [5*

Maxraj suratdan (n dan) katta bo’lguncha davom ettiriladi va barcha qavslarning
butun qismlari qo’shib chiqiladi. Butun gismga masalan: [2,154]=2.

3-M. 1 ‘dan®N gacha natural sonlar ichida a ga ham b ga ham
bo’linmaydiganlarining soni

sl L 1b)

4-M. a ga karrali N. dan katta'bo’lmagan barcha natural sonlar yig’inisini topish.

(2]
a N
2 { a}
5-M. bir necha natural sonlarning yig’indisi a ga teng. Agar ularning har biridan
b ni ayirib (har biri b ga orttirib) yig’indi hisoblansa, u ¢ ga teng bo’ladi.
Yig’indida nechta natural son bor?
a—-bx=c (@+bx=¢)
6-M. ko’paytmaning har bir hadi a ga ke’paytirildi (a ga bo’lindi). Natijada
ko’paytma b marta ortdi (b marta kamaydi). Ko’paytmada nechta had
gatnashgan?
a'=b
7-M. kitob betlarini sahifalash. Agar kitobning oxirgi sahifasi uch xonali son bilan
tugagan bo’lsa? N -jami ishlatilgan ragamlar soni; x -kitobning necha betligi;
N +110
X =
3
8-M. biror sonning 0’ng tomoniga 0 ragami yozish (yoki 0 ragamini o’chirish) bu
sonni 10 ga ko’paytirish (10 ga bo’lish) degani bo’ladi.
Ya’ni: Biror x sonning o’ng tomoniga 0 raqami yozilganda 10x bo’ladi.

Biror x sonning o’ng tomonidan 0 ragami o’chirilganda % bo’ladi.

9-M. Ikki xonali son. xy=10x+y. x-o’nliklar xonasidagi ragam; y -birliklar
xonasidagi ragam;
a) Ragamlarning yig’inidisi; x+y (ayirmasi x—y);

b) Ragamlarning ko’paytmasi; xy (bo’linmasi %);
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C) xy=10x+ y ikki xonali sonning ragamlari 0’rni almashsa: yx =10y + x.
10-M. Jami N ta turistdan a tasi ingliz tili, b tasi nemis, c tasi ikkala tilni bilsa,
d tasi esa ikkala tilni ham bilmasa, quyidagi munosabat o’rinli bo’ladi:
N=a+b+d-c
HARAKATGA DOIR MASALALAR

Formulalar, $-tezlik, s-masofa, t-vaqt S =4, ,9:%, t:%'
1-M. Orasidagi masofa 200 km bo’lgan A va B punktlardan bir-biriga garab ikKki

turist bir vaqtning o’zida yo’lga chiqdi. Birinchisi avtobusda tezligi 40 km/soat,
ikkinchisi avtomobilda. Agar ular 2 soatdan keyin

uchrashsa, avtomobilning tezligini toping. e 7 200 jon T
Yechilishi: = U el
_»‘lk W & aa < B

U nugta uchrashish joyini bildiradi. Quyidagi jadvalga ma’lumotlarni joylashtirib
chigamiz:

s =g formuldan foydalanib jadvalni 9,
to’ldiramiz.

km

soat
1-turist 40 2

2-turist 2

t,soat | S, km

km
&, — | t,soat | S,.km
soat

1-turist 40 2 80 i i i
>-turist < 5 2% Rasmda fagat jadvaldagi masofalarni

olib barib ko’rsatamiz.

200 fon
Demak, 80 + 2x =200 = x = 60 km/soat . T U < 2

2-M. Ikki pristan orasidagi masofa 63 km. Bir vagtning..4*————"—— R
o’zida oqim bo’ylab birinchi pristandan " “sol, 80 2x
ikkinchisidan motorli qayiq jo’natildi va motorli qayiq solni 3 soatda quvib yeti.
Agar daryo ogimining tezligi 3 km/soat bo’lsa,

F 3
L 4

)
K |

qayigning turg’un suvdagi tezligini toping. - O =
Yechilishi: Q-gayigning solni quvib yetish joyi; *‘1%33’_" Bsol = o
AQ-qayigning solni quvib yetguncha boib o’tgan 63 iom

masofasi; BQ-solning (yog’ochning) masofasi.

Tezliklarni mulohaza gilamiz:

ogimning tezligi(o.t)—3 km/soat ;

qayigning turg’un (ogmaydigan) suvdagi tezligi (q.t)— x km/soat;
oqim bo’yicha tezlik (0.b.t)— x +3;

oqimga qarshi tezlik—x — 3;

Quyidagi jadvalni to’ldiramiz:

&, — t,soat | S, km
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gayiq X+3 3 3(x+3)
sol 3 3 9

Jadvaldagi masofalarni rasmga olib borib ko’rsatamiz:

3(x +3) =63 +9 = x=21km/soat

3-M. Ikki shahardan bir vagtning o’zida turli tezlik bilan =~ ,—3(x+3k ogm —»
ikki avtomobil bir-biriga qarab yo’lga chiqdi. ¢ =2 ol > ¢
Avtomobillarning har biri uchrashish joyigacha bo’lgan 63 o > ;
masofaning  yarmini  bosib  o’rgandan  keyin,

haydovchilar tezlikni 1,5 baravar oshirdi, natijada avtomobillar belgilangan
muddatdan 1 seat oldin uchrashishdi. Harakat boshlangandan necha soatdan keyin
avtomobillaruchrashishdi?

Yechilishi: Belgilanganwagt x bo’lsin.

1-hol. Avtomobillarning “har biri uchrashish joyigacha bo’lgan masofaning
yarmini bosib o’tadi. Demaky vaqt masofaga tog’ri prororsional bo’lgani uchun

mo’ljaldagi vaqtning ham yarmi ketadi, yani g soat ketadi, g soat goladi.
2-hol. Yo’lning qolgan qismida‘har bir hydovchi 0’z tezligini 1,5 marta ohiradi.
Vaqt tezlikka teskari proporsional“be’lgani uchun qolgan g soat 1,5 marta

X
kamayadi, ya’ni yo’Ining qolgan qismi % =§ soat vaqt ketadi.

Haydovchilar uchrashguncha jami: g + g = 5—6X soat'vagt'ketadi.

Haydovchilar belgilangan vagtdan 1 soat oldin™ uchrashishgani uchun:
5X

E:x—1:>x:6 soat.
Javob: Avtomobillar x=6 soardan so’ng uchrashishlari kerak bo’lgan va 6-1=5

soatdan so’ng uchrashishgan.
I11. ISHGA DOIR MASALALAR
1 1 1

1-M. TTte formulaga doir.

1 2
Meshdagi suv Anvarning o’ziga 35 kunga, ukasi ikkalasiga esa 10 kunga yetadi.
Meshdagi suv Anvarning ukasiga necha kunga yetadi?

Yechilishi: t, =35, t=10, t,=7?; %:3—15+1 tenglamadn x=14 kun Kkelib
X

chigadi.
Ishga doir masalalarni yechishga yordam
A-butun (to’la) ish;
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x -ishchining ish unumi, ya’niishchining 1 soatda (1 kunda va h.k) qancha ish
bajarishi;
t -ishni bajarishga ketgan vaqt.
t:é, A=X-t1, x:é

X t
1-M. Ihchi har soatda 5 ta detal yasaydi. U 20 ta detalni gancha vaqgtda yasaydi?
Yechilishi: x=5, A=20,t="?

A 20 )
t= Pl 4 soat. Javob: 4 soatda.

Ba’zi bildiruvlar

*Butun ishning 40%i-0,4A;
*Butun ishning g qismi-gA

*Ishchining ish unumi- x, u butun ishning 605ini gancha vaqtda bajaradi?
Butun ish- A.
0,6A

Butun ishning 60%i-0,6A, b vaqtda bajaradi.

*x birinchi ishchining.ish'unumi

y -ikkinchi ishchining ish unumi

t,x-birinchi ishchining t, vagtda'gancha ish bajarishi;
t,y-ikkinchi ishchining t, vaqgtda ganchaish bajarishi;

t(x + y) -ikkala ishchi birgalikda t ‘vagtda gancha ish bajarishi

é-birinchi ishchining 0’z1 butun ishning'qancha‘vaqtda bajarishi;

A Likkinchi ishchining 0’z1 butun ishning qancha vaqtda bajarishi;;
y

A ikkala ishchining birgalikda butun ishni ganchawaqtda bajarishi;

X+Y

A —t,x-birinchi ishchining 0’zi t; vaqt ishlagandan so’ng qolgan ish;

w-ikl{inchi ishchining o’zi t, vaqt ishlagandan so’ng qolgan ishni ikkala
X+y

ishchi birgalikda gancha vagtda bajarishi.
Ishga doir masalalar

1-M. Bir ishchi buyurtmani 6 soatda? Boshqgasi esa 10 soatda bajaradi. Ular
birgalikda 3 soat ishlaganlaridan keyin ishning gancha gismi bajarilmay qoladi?

A Ay A A
Yechilishi: 1) 9 =6=>Xx= 5 2) ;_10: Y=1o’
A-3(x+Yy)= A—{é +ﬁj= A—3- 2 a=1a. Javob: Butun ishning 1 qismi
6 10 15 5 5
bajarilmay qoladi.
2-M. Usta muayyan ishni 12 kunda, uning shogirdi esa 30kunda bajaradi. Agar 3
ta usta va 5 ta shogird birga ishlasalar, o’sha ishni necha kunda bajaradi?
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A A A A A
= 2) —= =—; 3 =
2 y 0= Y=5 ) oy AL A
12 30

=24.

Yechilishi: 1) 2-12=x-
X

Javob: 2,4 kunda.
ARALASHMAGA DOIR MASALALAR

1-M. Qotishma mis va qo’rg’oshindan iborat. Qo’rg’oshinning 60%i mis bo’lib,
mis qo’rg’oshindan 2 kg ko’p. Qotishmada gancha mis bor.

Yechilishi: Qotishmani biror idishda deb tasavvur gilamiz:
Massa (kg) | Foiz
Jami 100%
Mis X+ 2 60%
Qo’shg’oshin | x
Idishda chala yozilgan jadvalni to’ldiramiz:
Massa (kg) | Foiz

Jami 100%
Mis X+2 60%
Qo’shg’oshin | x 40%

Proporsiya tuzish uchun ikki gater. ma’lumotni olish yetarli bo’lgani uchun eng
qulayini tanlab olamiz:
x+2 -60%
X -40%
X-60=(x+2)-40; x=4 kg.Mis, x£2=4+2=6kg.
2-M. Massasi 400 g va konsentratsiyasi' 8% bo’lgan eritma massasi 600 g va
konsentratsiyasi 13% bo’lgan eritma bilan aralashtitildi. Hosil bo’lgan aralashma
konsentratsiyasini toping.
Yechilishi: 1-usul. Quyidagi ma’lumotlarni ‘qo’llash® mumkin. Massasi m, va
konsentratsiyasi a % bo’lgan eritma massasi m, va kansentratsiyasi b % bo’lgan
eritma bilan aralashtirilganda hosil bo’lgan yangi eritmaning necha foizi (x)
topish.

(o anm + b-m,

m, +m,
Bizning masalada: m, =400 g,a=8%); m, =600 g,b=13%;
y=2:400+13-600 _, o, . Javob: 11% li aralashma hosil bo’ladi.
400 + 600

2-usul. 1-eritma solingan ishga bor ma’lumotlardan joylaymiz.

Massa (kg) | Foiz
Jami 400 100%
Suvi
Konsentratsiyasi 8%

Jadvalni konsentratsiya qatorini to’lirsa yetarli. 400 g ning 8%i=0,08-400=32g.
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Massa (kg) | Foiz

Jami 400 100%
Suvi
Konsentratsiyasi 32 8%

2-eritma uchun ham xuddi shunday yo’l bilan jadval to’ldiriladi.
Massa (kg) | Foiz

Jami 600 100%
Suvi
Konsentratsiyasi 78 13%

Ikkala eritma bir idishga solinganda bu eritmalarda faqat massalar qo’shiladi,
foizlar esa go’shilmaydi

Massa (kg) | Foiz
Jami 600+400 = 0
=1000 100%
Suvi
Konsentratsiyasi | 78+32 = 0
=110 13%

Proporsiya tuzamiz: 1000 — 100%
110 =ux
X-1000=110-100%, x =11%. Javob:11% li aralashma hosil bo’ladi.
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GEOMETRIYA

GEOMETRIYA — geometrik figuralar va ularning xossalarini o‘rganuvchi
fandir. “Geometriya” so‘zi grekcha so‘z bo‘lib, o‘zbekcha “yer o‘lchash” degan
ma’noni bildiradi.

Asosiy geometrik tudhunchalar nuqta, to‘g‘ri chiziq va tekislik hisoblanadi.
Geometrik figura deb, nuqgtalarning har ganday to‘plamiga aytiladi. Agar
geometrik figuraning barcha nugqtalar to‘plami bir tekislikka tegishli bo‘lsa, uni
tekis geometrik figura deyiladi. Odatda nuqgtalar lotin alfavitining bosh harflari
bilan belgilanadi: A,B,C,D,... , to‘gri chiziglar esa lotin alfavitining kichik
harflari bilan : a,b,c,d,..., yoki ikkita nuqta bilan belgilanadi: AB, AC, AD.....
Tekisliklar esa «, 8,7, ... kabi kichik grekcha harflar bilan ifodalanadi.

AKSIOMALAR:
1. Harganday to‘g‘ri chiziq uchun unga tegishli va tegishli bo‘lmagan
nugtalar mavjud.
2. Har qanday ikki nuqtadan yagona to‘g‘ri chiziq o‘tkazish mumkin.
3. To‘g‘ri chizigdagi uchta nuqtadan bittasi va faqat bittasi qolgan ikkitasi
orasida yotadi.
4. Har bir kesma 0-dan katta uzunlikka ega.
5. To‘g‘ri chiziq tekislikni ikkita yarim tekislikka ajratadi.

(*) A nuqta.
i e ymm
to‘g'ri chiziq (yarim to*g'ri chiziq) nur AB kesma
a Ae . A B
N A BCD E K
R S e o S

- To‘g‘ri chizigda 10 ta kesma (AB, AC, AD, AE,
BC, BD, BE, CD, CE, DE) 10 ta nur mavjud(AN, BN, CN, DN, EN, EK, DK,
CK, BK, AK).

. . n(n-1
To‘g‘ri chizigdagi n ta nuqtalar tashkil gilgan kesmalar soni % formula
yordamida aniglanadi.
I) Tekislikni kesib o’tmagan hol o g
_a+b 4 —]
€= 2 al & ©

B AB, -chiziq AB kesmaning /
ATV sp-44 tekislikdagi proyeksiyasi A g

a - AB kesma yotuvchi to’g’ri chiziq va
tekislik (yoki AB kesma va tekislik) orasidagi burchak

] BB, — A AB
/‘HL AB, 31/ A&Blz‘i‘(BBl—AAl)Z:ABZ; sina=%; COSa:A_Bl;
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IT) Tekislikni kesib o’tgan hol

sina

AB

tekislikkcha masofa
Og’ma, perpendikulyar va tekislik
a -og’ma va tekislik

|0 mating telislikdag proyeksivas |

og'ma

[oT

&2
=3
58
;_{_M
|
|

_AA +BB . C:|AA—BBl|_
2

: ¢c-kesma o’rtasidan
A o B~ A4 + Bh
J

orasidagi burchak

B

[

B og’ma va perpendikulyar orasidagi burchak

Loyayed SO

B =—,
9% = 0oa

SO* +0A* =SA*; a+ f=90"; sinazz—i; CoSa = —

OA
SA

PERPENDIKULYAR VA IKKITA OG’MA.
Y on tomondan ko’rinishi:

SO? + OA7 =SA?; SO + OA; =SAZ; SAF — A7 =SA? —OA]
A AZ =SA? +SAZ —2SA - SA, -cos ¢
y-og’malar proyeksiyalari orasidagi burchak
@-0’gmalar orasidagi burchak;

A A, -og’malar asoslari orasidagi masofa.

Burchak deb B nugtadan (burchak uchidan)

BURCHAKLAR

hosil gilgan figuraga aytiladi.

chiggan ikki BA va BC nur (burchakning tomonlari) /
QIO

Burchaklar ~A, «B, «C,...,yoki #BAC, £
ABC, #/ACB...,yoki «,,7, ... orqali belgilandi.

B v 6

uchi tomon C

b

el

O‘tkir
urchak, 0%« <90°.

le_
To‘g‘ri

burchak, « =90°.

\N\
O‘tmas

burchak, 90° < « <180°.
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_.r‘;.gh_yoyiq A i"‘ @
-180°
burchak, « =180" qo‘shni burchaklar, § Fi :

+a =180°. Looeva
pra v, B va e vertikal

burchaklar, a=y, B=0¢.

1. Mos burchaklar: 2,6; 1,5; 3,7; 4,8; 2/
2. Ichki almashinuvchi burchaklar: 3,5; 4,6; 3,/4
3. Tashqi almashinuvchi burchaklar: 1,7; 2,8; 5/

4. Ichki bir tomonli burchaklar: 3,6; 4,5; 773

5. Tashqi bir tomonli burchaklar: 1,8; 2,7. /

B
B nugtadan chiggan nurlar soni
-8 n ta bo‘lsa, burchak soni:
n(n-1)

-

N R

&+ 8 =180

Burchaklar radian yoki gradus o‘Ichovi bilan aniglanadi.

180°
T

T

lrad= =57,3% 1=~ rad=0,01745 rad
180

a rad = & -a’ - gradusdan radian o‘lchov birligiga o‘tish formulasi;

, 180°
a =
T

-a - radiandan gradus o‘Ichov birligiga o‘tish formulasi.

KO‘PBURCHAK

Agar figuraning ixtiyoriy ikki nugtasini tutashtiruvchi kesma shu figuraga
tegishli nuqtalardan iborat bo‘lsa, u qavariq figura deyiladi, aks holda esa botiq
figura deyiladi.
Yopiq sodda siniqg chiziq tekislikni ikki sohaga ajratadi: ichki va tashqi. Tashqi
sohaning ichki sohadan farqi, unda to‘la yotadigan biror to‘g‘ri chiziq doim
topiladi. Berilgan siniq chiziq esa shu sohalarning har birining ham chegarasidir.
Yopig sodda siniq chizig bilan uning ichki sohasi birlashmasi ko‘pburchak
deyiladi. Sodda siniq chizigning o‘zini esa shu ko‘pburchakning chegarasi, ichki
soha nuqtalarini esa ko‘pburchakning ichki nuqtalari deb aytiladi. Siniq chiziq
uchlari ko‘pburchakning uchlari, uning bo‘g‘inlari esa ko‘pburchak tomonlari
deb ataladi. Ko‘pburchakning ikki qo‘shni tomoni orasidagi burchagi uning ichki
burchagi deyiladi. Ko‘pburchakning uchlari, tomonlari va ichki burchaklari soni
bir xil bo‘lib, shularga asosan uning turlari: uchburchak, to‘rtburchak, ..., n-
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burchak deb aytiladi Ko‘pburchakning barcha tomonlari uzunliklari yig‘indisi
uning perimetri deb aytiladi. Ko‘pburchakning qo‘shni bo‘lmagan ikki uchini
tutashtiruvchi kesma uning diagonali deyiladi.

1) Ko‘pburchakning ichki burchaklari yig’indisi: (n-2)-180°;
2) Ko‘pburchakning tashqi burchaklari yig‘indisi: 360°;
3) Ko‘pburchakning diagonallari soni: # n>4;

MUNTAZAM KO‘PBURCHAKLAR.

Hamma tomonlari va hamma burchaklari o‘zaro teng qavariq ko‘pburchak
muntazam ko‘pburchak deyiladi.

Muntazam qavariq ko‘pburchak aylanaga ichki chizilgan bo‘lishi va
aylanaga tashqi chizilgan bo‘lishi mumkin.

Rasmdastomoni b, ga teng bo‘lgan muntazam ko‘pburchakka radiusi r ga
teng bo‘lgan aylana ichki chizilgan. Tomoni a, ga teng bo‘lgan muntazam
ko‘pburchakka radiusi R,ga teng bo‘lgan aylana tashqi chizilgan.

0

1) a, ~2.R-sin 0

- muntazam ko ‘pburchakka tashqi chizilgan aylana radiusi

R berilgan bo‘lsa, tomenini topish formulasi;
180°
n

berilgan bo‘lsa, tomonini topish formulasi;
n-2

2) b,=2-r-1g - muntazam ko*pburchakka ichki chizilgan aylana radiusi r

3) 05:7-1800 - muntazam ke*pburchakning ichki
burchagini hisoblash formulasi;
4) ﬂ:$ - muntazam ko‘pburchakning tashqi

burchagini hisoblash formulasi;
_n-b,-r n-a -4R*-a’

5 S =p -r
) S.=p, ) 1

- muntazam Ko ‘pburchakning yuzini

hisoblash formulasi, bu yerda p, - yarim perimetr, p, = n 'Zb“ :

UCHBURCHAKLAR
Uchburchak deb uch tomonli ko‘pburchakka
aytiladi.
a,B,y-ichki  burchaklari, «,p,,7,- tashqi
burchaklari.
1. a+p+y=180°.
2. a,+ B, +y, =360".

3. atb+c=P, P- perimetr.
BC=a, AC=b,AB=c - uchburchakning tomonlari.
4 a,=p+y, pi=a+y, pn=a+p.

5. Tomonlar orasidagi bog‘lanish: a+b>c; a+c>b; b+c>a.
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6. O‘tkir burchakli uchburchakda o + >y; y+pB>a ; a+y> munosabatlar
o’rinli.

7. |la-b|<c, |b-c|<a, l|a-c|<b.
8. O‘tmas burchakli uchburchakda bitta burchak 90° dan kattal80° dan kichik
bo‘lib qolgan 2ta burchagi o‘tkir. «>pg+y, bo‘lsa, mos ravishda «-o‘tmas
burchak bo‘lib, uchburchak o‘tmas burchakli uchburchak bo‘ladi.
9. @ =90° bo‘lsa, ucburchak to‘g‘ri burchakli uchburchak deyiladi.
10. ABC uchburchak uchun cosA +cosB+cosC

< % tengsizlik o‘rinli.

O‘RTA ¢
CHIZIQ
Uchburchakning ikki tomoni o‘rtalarini
tutashtiruvchi kesma uning o‘rta chizig‘i
deyiladi.
A1B; - o‘rta chiziq A B

Agar AA;=A;C va BBs=B:C bo‘lsa, A1B;|/AB va A;B;=AB/2 bo‘ladi.

MEDIANA
Uchburchakning uchini uning
qarchisidagi  tomon  o‘rtasi | wbilan o
tutashtiruvchi kesmaga uchburchakning
medianasi deyiladi. Bl/§ )

AC,;=C;B bo‘lsa, CC;-mediana;

/!
AB;=B1C bo‘lsa, BB;-mediana; / A
/ma ml:
1

bl
A 3
BA1=A:C bo‘lsa, AA;-mediana.
AO:0A;=B0O:0B;=C0O:0C;=2:1.
/A=a , «B=p, £C=y,
1) AAi=m, :%\/sz +2¢% —a’ :% Jb? +¢2 +2bccosa ;
BB;=m, :%\/Za2 +2¢% —b? =%\/a2 +c? +2accosf ;
[a] c
CC1=mC=%\/2b2+2a2—c2 :%\/a2+b2+2abc057; m
-
2 L2 a2 =3 (24 h2ar2)- T
2) m=3+m,+m C_Z(a +b*+c9);
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3) b=§\/2(ma2 +mS?)-m?; azg\/Z(mb2 +mS2)-m,*; c=

%\/Z(ma2 + mbz) - m02 ;

1
4) 525\/(ma + My + Mg )(Mp +Me — My )(My +Me — My )(My + My —Me)

5) AABC da A(x;Y:;z,), B(X,;¥,:2,), C(Xs;Ys:2,) bo‘lsa, medianalar kesishish

nuqtasi M(Xo,Y0,20) quyidagicha aniglanadi: x, :L{rxﬂ Yo :W,

2, = Zl+z§+23 .

6) Balandlik. va mediana ajratgan kesma (ixtiyoriy uchburchak uchun):
b* —¢’

x=1— (a-asos).
2a

2
h? =b? —[%—xj , My =%\/2b2 +2c”* —a® va x> =m’ —h” tengliklardan yugoridagi

formula kelib chigadi.
BISSEKTRISA
Uchburchakning ‘berilgan wuchidan o’tkazilgan bissektrisasi deb
uchburchak burchagi bissektrisasining.shu uchni

uning garshi tomondagi nugta bilan<tutashtiruvchi A
kesmasiga aytiladi. C E b
«BAE=~EAC bo‘lsa, AE=I, bissektrisabo‘ladi:
Bissektrisa xossalari: O
BE:EC= AB:AC yoki c¢;:b;=c:b. B C
OB AB AO b+c, © Eoab

OK AK' OE a '
/A=a , «B=p, 2C=y;

| - 2./bcp(p—a) _ \/2b2c2(1+ cosa) _ Jbc(@a+b+c)b+c—a)

2 b+c b+c b+c

2bccos% 4Rsin ﬂcos%

b+c sinfg+siny

bu yerda R-uchburchakka tashgi chizilgan aylananing radiusi, p=(a+b+c)/2 —
yarim perimetr.

Qo‘shni burchaklar bissektrisasi orasidagi burchak 90° ga teng.
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|a — ﬂ| AC=BC;
r=o AP=PC;
OA_0B
OD OP
BALANDLIK

Uchburhcak berilgan uchidan tushirilgan balandligi deb uchburchakning shu
uchidan uning qarshisidagi tomoni yotgan to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan

perpendikulyarga aytiladi.

25
1) h, =B J2ac)? — (2% +62 —b2) =b-siny = csin §;
ad

hy :%\/(Zbc)z _(%+c?-al)=a-shf=b-sina;

1 141
2) h, :h,:h.=—4—:—=bc:ac:ab;
) hg “hy “he a' b c
3) i+i+i :1, r— ichki.chizilgan aylana radiusi.
h, h_ h
a b 'c
x2+n2+p2: y2_|_qz_|_mz 23
ha+hb+hcz—f
2
Y
p n
X y

UCHBURCHAKKA ICHKI VA TASHQI CHIZILGAN AYLANA
1) Uchburchakk ichki chizilgan aylana markazi bissektrisalar kesishgan nuqtada
bo‘ladi.
2) Uchburchakka tashqi chizilgan aylananing markazi o‘rta perpendikulyarlar
kesishgan nugtada bo‘ladi.
3) d*=R2-2Rr, d — uchburchakka ichki va tashgi chizilgan aylanalar markazlari
orasidagi masofa.

2 r:%:\/p(p—a)(p—b)(p—c); p:a+l2)+c; © uchburchakka ichii
P

chizilgan aylana radiusi.
o B 4 a . B .y a. P .y
r=(p-ajtg==(p-btg==(p-c)tg==p-tg—-tg~=--tg~ =4Rsin —sin Z-sin =

(p )92 (p )92 (p )92 P 92 92 92 553

Agar uchburchak teng yonli bo‘lsa, r = gtg %; a—asos; 2a+4=180°.
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bc abc a+b+c .
5) R=2%C_ . p= , R — tashqi chizilgan aylana

4S  4p(p-a)(p-b)(p—0)
radiusi. R = & . R =———.Bunda o —atomon garshisidagi

acos % cos? cos” 2sin a
burchak.
UCHBURCHAK YUZI
a'h b'hb C'h L. . .

DS = 2a =, 2C —tomon va unga tushirilgan balandlik orgali.
2)S:Zk|)_§:p-r;p:a+g+c;—ichki (r) va tashgi (R) chizilgan aylana radiuslari orgali.

4 m,+m,_ +m
5= MM-m )(Mm)(M-m;), bu yerda M =2 b "¢

1
S=3\/(ma+mb+mc)(mb+mc—ma)(ma+mc—mb)(ma+mb—mC)
m,, m,, m, - medianalar:

2)s =/p(p—a)(p—b)(p—0): p=a+g+C—Geron formulasi.

5 S=r ' {2Rsina| S=2Rsinasingsing

(24
tq —
92

1

; h ’hb’h

a"'b'c
\/{1 1 1}{1 1 1}{1 1 1}[1 1 1}
— | || —+— +——
hy hy holhy he hyjhy ho hofhy, hy he

balandliklar.

5)S =

6)S =;absina :;acsin ﬁ=;bcsin y—ikki tomonva ular orasidagi burchak oraali.
aZsin Asi b2si ' 2 i i
7)S = psiny _b7sina siny _csinasin -
2sina 2sin f 2siny

8)AABC uchlari A(Xl’ yl)’B(XZ’yZ) aa C(x3,y3) nugtalarda bo'lsa, uchburchak ning yuzi
quyidagicha aniglanadi:
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S, =& /

9) S sNOD = O SAOQE:SZ’ S xpom =3 o E P
AB | PD; AC||QN; CB|ME bo'lsa,

S \aBC :(\/3>1+\/§+\/§)2-

10) ~C=90°
S=mn.

A C > T < ~ JA

n m
UCHBURCHAKLAR UCHUN ASOSIY TEOREMALAR

1) Sinuslar teoremasi. (Bunda R — tashqi chizilgan aylana radiusi.)

a b 4 ¢
sinag sinfg siny

=2R, a=2Rsina, b=2Rsin g, c=2Rsiny.

2) Kosinuslar teoremasis
a’=b? +c® —2bccosa, bf=a’+€%~2accosp, c’=a’+Db?—2abcosy,

a=bcosy +ccosf, b=acesy4ccose¢, c=acospf +bcosa.
3) Tangenslar teoremasi.

a+b

/4
a+b_th Cth

ga—b ztga—b'
2 2

4) Molveyde formulasi

COoS

sinZ
2

5) sin% = (p-b)(p-c) a_[p(p-a)
2 bc 2 bc

XUSUSIY HOLLAR
TENG YONLI UCHBURCHAK

Agar uchburchakning ikki tomoni teng bo’lib, uchinchi

tomoni teng bo‘lmasa, u teng yonli uchburchak deyiladi.
Bu teng tomonlar uchburchakning yon tomonlari, uchinchi
tomoni esa uchburchakning asosi deyiladi. a

Vda® —c?

2

, h, :ccos%:2hcsing,

o c(2a—c)
4h,

C
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TO‘G‘RI BURCHAKLI UCHBURCHAK
Agar uchburchakning to‘g‘ri burchagi bo‘lsa, u to‘g‘ri burchakli
uchburchak deyiladi. To‘g‘ri burchakli uchburchakning to‘g‘ri burchagi
garshisidagi tomoni gipotenuza, qolgan ikki tomoni katetlar deb ataladi.
To‘g‘ri burchakli uchburhcakda 30° li burchak garshisida yotgan katet
gipotenuzaning yarmiga teng.

hz=a,-b = AD - DB,

a’=a,-c, b%=bc,

a, 4a
C—al+b1, bi'_bz,
= sina:E:cosﬂ,COSa:E:sinﬂ,
C C
a R 5 1 I . A - ! 1
tgo :b:ctg,B. Agar —:5 bo'lsa, a:b:c=3:4:5 bo'ladi.
r
2 2
S:ab:chcza Clgar 7 c sza:r2+2rR.

2 2 2
Agar sina+sin S=q bo’lsa; S :lc2 (qZ_lJ o’rinli.
4

To'g'ri burchakli uchburchak ka‘ichki chizilgan kvadrat perimetri

4ab
P= . a,b —Kkatet.
a+b
r:bsingtg(£+gj
S cv4da? —c? 2 2\4" 4 )
4 b T
4
b
S:4stin2a-cos£-sin£; R:mc=E
2 2 2
CE-mediana

L=sin205~tgg.
R 2

&

' r=a+b_C,R=
by 2
e

r+R:a+b

N o
o
m
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Agar 2R+r:a+2+C bajarilsa, uchburchak to‘g‘ri

burchakli uchburchak bo‘ladi.

Pifagor teoremasi: c* =a® +b?*, ¢* —a®=b?, ¢*-b*=a’.
To‘g‘ri burchakli uchburchakka tashqi chizilgan aylananing
diametri (2R=D) gipotenuza (c) ga teng.

r=2R(2-1)
TENG TOMONMLI (MUNTAZAM) B
UCHBURCHAK. ot
Hamma tomonlari teng uchburchak teng tomonli a a
uchburchak B
deyiladi. . .
A 1

AB=BC=AC=b=c=a,
/A= /B=/C=q=60°, 4P=3a-perimetri. h, - balandlik, 1, -

h,=h,=h.=I, =, <l, =m_=m; =m :3r:1,5R:[§Ja:r+R.

bissektrisa, m, - mediana, r - ichkKi chizilgan aylana radiusi, R- tashqi chizilgan
aylana radiusi.

R:%, r :%:%, R=2r, S =§a2, a=+/3R=23r.
h,h,,h, - AABC ning ichidagi ixtiyoriy nugtasidan tomonlarigacha bo‘lgan
balandliklari, h - muntazam AABC ning balandligi bo‘lsa, h,+h,+h, =h tenglik
o‘rinli bo‘ladi.

IXTIYORIY UCHBURCHAK

2 a’p+cq B uchpurchal_ming

" Tpigq PAd | medianalari va
bissektrisalari kesishgan
nuqtalar orasidagi masofa

. d=\/(r—%hcj2+é(a—b)2

TO‘RTBURCHAKLAR
To‘rtta nuqta va bu nuqtalarni ketma-ket tutashtiruvchi to‘rtta kesmadan iborat
figura to‘rtburchak deyiladi. Bunda nuqtalardan hech qanday uchtasi bir to‘g‘ri
chizigda yotmasligi, ularni tutashtiruvchi kesmalar esa kesishmasligi kerak.
Berilgan nuqtalar to‘rtburchakning uchlari, ularni tutashtiruvchi kesmalar esa
tomonlari deyiladi.
PARALLELOGRAMM
Qarama-qarshi tomonlari parallel bo‘lgan to‘rtburchak parallelogramm
deyiladi.
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Parallelogrammning diagonallari kesishadi va
kesishish nuqtasida teng ikkiga bo‘linadi.
Parallelogrammning garama-garshi tomonlari,
garama-qarshi burchaklari teng.
1
A?B ICD, AB=CD, BC|AD, /A=/C, /B=/D, ZA+ /B=180°.
2) AC?+BD? =2(AB? +BC?) yoki dZ+d?=2a%+2b?.
3) BE L AD, BE=h, -balandlik, BK L CD, BK =h, - balandlik.

&

d,-d, -sin
S—ah =bh, —a-b-sina =%M .
2 _
a’=b(b+c). " -
TO‘G‘RI TO‘RTBURCHAK.

To‘g‘ri to‘rtburchak hamma burchaklari to‘g‘ri bo‘lgan parallelogrammdir.

To‘gri to‘rtburehakning diagonallari teng. B a C
1) AB=CD=b, BC:AD#a, /A=/B=/C=/D=90"
2) d =AC=BD - diagonal, d =AC£BD=+va’+b’=2R. b a b
3) R=9:1\/a2+b2. a

2 2 A D

4) S:a-b=%dzsina =2R?sina .

ROMB
Romb hamma tomonlari teng bo‘lgan parallelogrammdir.
Rombning diagonallari to‘g‘ri burchak=ostida kesishadi.
Romb diagonallari uning burchaklari bissektrisalaridir.
1) AB||CD, BC||AD, AB=BC=CD=AD=a=m+n
2) AC LBD, BELCD, BE=2r=h.
3) «BAD = /BCD, ZABC =/ADC, /BAD + ZABC =180°.

4) d12+d§:4a2;dl:2acos§; dzZZaSing;a:m+n bo‘lsa,

=m-n.

5)S:a-h=a2-sina:l-dl-dZ:Za-r, S= =
2

58
J3
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KVADRAT.
Kvadrat hamma tomonlari teng bo‘lgan to‘g‘ri B a C
to‘rtburchakdir. r
Kvadratning barcha burchaklari to‘g‘ri burchaklar. a a
Kvadratning diagonallari teng. d
Kvadratning diagonallari to‘g‘ri burchak ostida kesishadi a

. A
va uning

burchaklari bissektrisalari bo‘ladi.
AB =BC =CD = AD =aq, /A=,/B=,/C=,/D=90°.
d =AC=BD - diagonal, d = 2R =+/2a =2./2r.

a R d V2 d Jor

r=—=—=——, R=
2 V2 2 2
bu yerda R, - kvadratga tashqi chizilgan aylana radiusi, - r ichki chizilgan aylana
radiusi.

S=a’ :%d2 =4r® =2R?,

TRAPETSIYA

Ikkita qarama-qarshi tomolarigina prallel bo‘lgan to‘rtburchak trapetsiya deb

ataladi. Bu paralleltomonlar trapetsiyaning asoslari deyiladi. Boshga ikki tomon
esa uning yon tomonlari‘deyiladi.

Yon tomonlari teng trapetsiya teng yonli

trapetsiya deyiladi.

Trapetsiya yon tomonlarining’ <e‘rtalarini e n E x5
tutashtiruvchi kesma trapetsiyaning orta chizig‘i % Mo Kx
deyiladi. & ﬁT _ o

Trapetsiyaning o‘rta chizig‘i asoslariga parallel va ular yig‘indisining yarmiga
teng.
1) AD||BC, BH=h, AC=d,, BD=d,, AD =a, BC=h.
8D ta chiziq, AE—EB, CF—FD| EPJ|AD, EM =KF :g,

EK=MF =2 Mk=270
2 2

2) EF=

3) Agar trapetsiyaga ichki aylana chizish mumkin bo‘lsa, S = p-r, tenglik o‘rinli
a+b+c+d

2
4) S:aTer-hzédl-dz-sina =EF-h

bo‘ladi, bu yerda p=

5) Trapetsiya teng yonli bo‘lsa, AB=CD=c, AH :aT—b’ HD:aTer bo‘ladi.

AO0_DO _a

OC OB b’

a) d=+ ab+c? ,b) AC L BD bo‘lsa, d =\/§(a+bJ,
2
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c) S=("J‘+4b)2, (a =900J.

6) Saag0 = Sacop =1 1 Sxpoc =921 Sanop = O3 S12 =35,-5;-
7) a+b=c+d tenglik bajarilsa, trapetsiyaga ichki aylana chizish mumkin.
c=d tenglik bajarilsa, unga tashqi aylana chizish mumkin.

2R=H =+/ab

Sy, =S, =4/S1 - S3
2

5= (/51 +/53)

AC 1 BD,d'sd, =d bo‘lsa, d?:hZ.

IXTIYORIY -
TO'RTBURCHAK B b
1) ZA+/B+/C+/D=ta #f +y +¢ =360° . B P
p=a+b+c+d - perimetri. 4 AL d ¥ o
. 5 c m- ACs Vva BD diagonallari o‘rtasini tutashtiruvchi
. : kesma. AC=d,, BD=d, bo‘lsa,
m 1
a’+b’ #c® ¥d°=d>+d?+4m*. S==d,-d,-sina .
A ; D 2

Agar “4BAD +.BED = /ABC + Z/ADC =180° bo‘lsa,
ABCD to‘rt burchakka tashqi aylana chizish mumkin va a-c+b-d =d, -d,

s=J(p—a)p-bXp-c)p-d), pzw, R=%\/(ad +cdYac+bd Yad +bc).

Agar ABCD to‘rtburchakka ichki va tashqi aylana chizish.mumkin bo‘sa

S=+a-b-c-d o‘rinli bo‘ladi.

Agar a+c=b+d bajarilsa, ABCD to‘rtburchakka ichki aylana chizish mumkin

vaS=p-r, p=w, S=,p(p-a)p-b)Xp-cp-d)=(a+c)r=(b+d)r.
MUNTAZAM BESHBURCHAK.

Ichki burchagi - 108°.
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Ichki burchaklari yig‘indisi — 540° .
Tashqi burchagi - 72°.,

n=5, a:R1/5_2f RJlo 25 =2r\5-25, R=2 T 50+10V5 = r{y5 1)
r=% 25+10\/§=Z(\/§+1) d=1+2‘/—, bunda d - diagonal.

2
S:§R2\/10+2\/_:%\/25+10\/§ _5r2/5-2.5

MUNTAZAM OLTIBURCHAK.
Ichki burchagi - 120°.
Ichki burchaklari yig‘indisi — 720° .
Tashgi burchagi - 60° 2

n="6, a=R_2\fr /| /dza

f fa_(f 54 - 0\/25+1of NV |
dlzfa, d,=2a=2R; s_szf 323 2r2\/’

MUNTAZAM SAKKIZBURCHAK
Ichki burchagi - 135°.
Ichki burchaklari yig‘indisi — 1080° .
Tashqi burchagi - 45°

a=R2-2=2rlf2-1) R=2Va+2V250/4-27,
I’Z% 2+\/_:%(\/§+1), a
d, =av2++2, d, =a(l++2), d,=2R=

S = 2R*2 =2a2(1++/2)=8r*(v2 -1).
AYLANA
Tekislikning berilgan nugtadan bir xil uzoglashgan
hamma nuqtalaridan iborat figura aylana deyiladi. Berilgan nuqgta aylananing
markazi deyiladi.

gm

2—

Aylana nugtalaridan uning markazigacha masofa aylananing
radiusi deyiladi. Aylana nuqgtasini uning markazi bilan
tutashtiruvchi har ganday kesma ham radius deyiladi.

Aylananing ikkita nuqgtasini tutashtiruvchi kesma vatar
deyiladi. Aylana markazidan o‘tuvchi vatar diametr deyiladi.

Aylananing nuqtasidan uning shu nuqtaga o‘tkazilgan radiusiga perpendikulyar
holda o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq aylanaga urinma deyiladi. Bunda aylananing bu
nuqtasi urinish nugtasi deyiladi.
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Aylana uzunligi - C=27R =2D , D=2R, D - diametr.
Markazi koordinata boshida, radiusi R bo‘lgan aylana tenglamasi: x* +y? =R?.
Markazi A(a;b) nugtada, radiusi R bo‘lgan aylana tenglamasi:
(x—a)* +(y—b)* =R?.

Markazi A(a;b;c) nugtada, radiusi R bo‘lgan sfera tenglamasi:
(x—a)’ +(y—b)* +(z—c)* =R
AYLANA VA DOIRADAGI BURCHAKLAR

JC

2 .
PL-PK=PN.PM | 2~ ®*O7g

AS = BS,

/ASO=~/BSO

Doiraviy figuralar

‘ |=10;76R0 =a,, -R, | -Yyoeyuzunligini hisoblash formulasi.
[
N

SIE-RZI%ﬂ-dZ - doiras yuzini

hisoblash formulasi, 2R=d.
7 R* « B R’a,,,

S= = - doiraviy sektor yuzini hisoblash
360° 2

. sektor
formulasi.

&

R?( mx . -\ .
S=— =—sina | - segment yuziniy hisoblash
o [l 2 \180
e, SEZITIENT ]
formulasi.
B

2
Shaiga =7 (R2 - ﬁ):;{%) - halgayuzini &

hisoblash formulasi.

Stereometriya

Stereometriya — geometriyaning bir bo‘limi bo‘lib, unda fazodagi
figuralar o‘rganiladi.

Stereometriya aksiomalari:
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- Tekislik ganday bo‘lmasin shu tekislikka tegishli nugtalar va unga
tegishli bo‘lmagan nuqtalar mavjud.

- Agar ikkita tekislik umumiy nuqtaga ega bo‘lsa, ular shu nuqtadan
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq bo‘yicha kesihsadi.

- Agar ikkita turli to‘g‘ri chiziq umumiy nuqtaga ega bo‘lsa, ular orgali
bitta va faqat bitta tekislik o‘tkazish mumkin.

KO’PYOQ

Sirti chekli migdordagi yassi tekisliklardan iborat jism ko‘pyoq deyiladi.
Agar ko‘pyoqning o‘zi uning sirtidagi har bir ko‘pburchak tekisligining bir
tomonida yotsa, bunday ko‘pyoq qavariq ko‘pyoq deyiladi. Qavariq
ko‘pyogning yoqlari yassi qavariq ko‘pburchaklardan iborat. Ko‘pyoq
yoglariningitomonlari uning qirralari, uchlari esa ko‘pyoqning uchlari deyiladi.

PRIZMA
Turli tekisliklarda yotuvchi va parallel ko‘chirish bilan ustma-ust tushuvchi
ikkita yassi ko‘pburchakdan hamda bu ko‘pburchaklarning mos nugqtalarini
tutashtiruvchi hamma “kesmalardan iborat ko‘pyoq prizma deyiladi.
Ko‘pburchaklar prizmaning, asoslari deyiladi, mos uchlarni tutashtiruvchi
kesmalar esa prizmaning Yyon girralari deyiladi. Prizmaning yon yoqlari
parallelogramm,
Prizmaning sirti asoslaridan ‘va yon sirtidan iborat. Yon sirti

parallelogrammlardan iborat.

Prizma asoslarining tekisliklaricorasidagi masofa prizmaning balandligi
deyiladi. Prizmaning bitta yog‘iga‘tegishli’be‘lmagan ikki uchini tutashtiruvchi
kesma prizmaning diagonali deyiladi:

Agar prizmaning asosi n burchakli bo‘lsa, u n burchakli prizma deyiladi.

Agar prizmaning yon qirrasi asoslariga perpendikulyar bo‘lsa, bunday prizma
to‘g‘ri prizma deyiladi, aks holda og‘ma prizma deyiladi.

Agar to‘g‘ri prizmaning asoslari muntazam ko‘pburchaklar bo‘lsa, bunday
prizma muntazam prizma deyiladi.
S| =P -1 - to‘g‘ri prizma yon sirtini hisoblash

formulasi, bunda P,.,, - asos perimatri, I - yon

girralari uzunligi. s; =s , +2s,, —
1 P LA e
V=S, H=28r=S1, e P
bunda S, - perpendikulyar kesim yuzi. S, ’
Diagonallari soni: n(n-3).
Ko’pyoqlar
Prizma

1) to’g’ri prizma
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Yonsirti: s, =P, -H
To’lasirti: S, =2S_ +S
Hajmi: V=S, -H;

n -asosining tomonlarini soni bo’lsa;
n(n-3)
2

yon ?

Asos diagonallari soni:

Prizma diagonallari soni: n(n-3) ta
Yon girralarining soni: n ta
Jami yoqlarining soni: n+2 ta
Jami girralarining soni: 3n ta
Jami uchlarining soni: 2n ta
Og’ma prizma
H=I-sina
a -yon girra va asos tekisligi orasidagi burchak
SynmPutly S =25,+S ,;V=5,-H}V =S, |
Parallelepiped
1. to’g’ri burchakli parallelepiped.
Asosi to’g’r1 to’rtburchak va yon qirrasi asosiga perpendikulyar:

. c
d,=a®+b?; d,,=a’+c*; d,,=b24c; sina = S, =

S; =25, +S,,, =2(@b+ac+bc); V =S8, -H; ¥ =abc
a - parallelepiped diagonali va asos tekisligi. orasidagi
burchak;
S - parallelepiped diagonali va yon yoq orasidagi burchak;
*5 ta simmetriya tekisligiga ega
IT) To’g’ri parallelepiped
c

5 o 5 1
A k“‘\i
RN
| L
ric:_.:_*_"‘_tj_';'; e : -l
A ] A a D

d,,, d,,- parallelepiped asosining katta va kichik diagonallari;
d,, d,- parallelepipedning katta va kichik asoslari;
7., 7,- parallelepipedning katta va kichik diagonallarining asos tekisligi bilan

hosil gilgan burchaklari;
V =S, -H; a-0’tkir burchak.

S, =absina = wgn ¢, - parallelepiped diagonali orasidagi burchak;
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HP+dZ, =d7i H? +dZ, =dfsing, = cosy, =55 gy, =
1 1 as.1

d2, =a® +b® +2abcosa; d2, =a® +b* —2abcosa .
Kub

o
y, 'S, =a% S,,=4a% S, =6a’;V=a’ d, =+2a; d=+3a; r:%;
R 3.
2

r va R-kubga ichki va tashqi chizilgan sharlarning radiuslari.
*Kub 9 ta simmetriya tekisligiga ega.

PARALLELEPIPED

Prizmaning " asosi parallelogramm bo‘lsa, bunday prizma parallelepiped
deyildi. Parallelepipedning hamma yoqlari parallelogrammlardir.

Asosi to‘g‘ri to‘rtbufehakdan iborat to‘g‘ri parallelepiped to‘g‘ri burchakli
parallelepiped deyiladi. To‘g‘ri burchakli parallelepipedning hamma yoqlari
to‘g‘ri to‘rtburchaklardan iberat.

To‘g‘ri  burchakli “parallelepipedning parallel
bo‘lmagan qirralarining ‘uzunliklari, uning chiziqli

o‘Ichovlari deyiladi. i
a,b,c - qirralari (o‘lchamlari), d, - diagonal, d, - Pt
asosining diagonali. b ,;;';..-'_':.-_a.ﬁ..,_-_:______
S, =absiny, S,,,=P-C, Sy =S, +2S a3 )

A=+a?+b®-tga, V =abcsiny =S,;-H=8,,-c=
S, -c; (S, —perpendikulyar kesim yuzi)

To‘g‘ri burchakli parallelepiped uchun quyidagilar o‘rinli:
d/ =a’*+b’+c?, dl=a’+b’,
S, =ab,V=abc.
Kichik diagonal va asos tekisligi orasidagi burchak -
. -

cosa = .
a’?+b%?+c?

To‘g‘ri parallelepiped uchun quyidagilar o‘rinli:
d, =.a? +b% +c? —2abcosy ; d,=,/a?+b?—2abcosy ; V=S, -r.
Kichik diagonal va asos tekisligi orasidagi burchak -
Ja? +b? —2abcosy _ | a*+b®-2abcosy
d, _\/a2+b2+c2—2abcos;/'
Katta diagonal va asos tekisligi orasidagi burchak -
cosa :\/ a’+b*—2abcosy \/az +b?—2abcosy

a’+b%+c®+2abcosy - d/ +2abcosy

Cosa =
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Parallelepiped 12 ta girra, 6 ta tomon, 8 ta uch va 5 ta simmetriya tekisligiga
ega.

KUB
Hamma qirralri teng bo‘lgan to‘g‘ri burchakli parallelepiped kub deyiladi.
12 ta qirra, 6 ta yoqqa,
8 ta uchga va 9 ta simmetriya tekisligiga ega.

d,=v2a=,d?-a?, d,=2R=+/3a. a =

S, =a® - asos yuzi.

R
L]
.
[k}

S, =6a’® - to‘la sirti. P

S, =4a> -yonsirti, E——
: 3 . - ‘f‘fr d-‘h"\

V =a’ - hajmi. s R

R=(v3a)r2 - tashqi chizilgan sfera radiusi.
r =a/2 -ichki chizilgan sfera radiusi.
PIRAMIDA
Piramida deb shunday ko‘pyoqqga aytiladiki, u yassi ko‘pburchak — piramida
asosidan, asos tekisligida yotmagan nugta — piramida uchidan va uchni asosining
nuqtalari bilan tutashtiruvechi hamma kesmalardan iborat.
Piramidaning uchini’ asosining, uchlari bilan tutashtiruvchi kesmalar
piramidaning yon qgirralari deyiladi.
Piramidaning sirti asosidan va‘yon, yoglaridan iborat. Har bir yon yoq
uchburchak.
Piramidaning uchidan asos, tekisligiga tushirilgan perpendikulyar
piramidaning balandligi deyiladi.
Quyidagi formulalarda piramidaning balandligini H
bilan belgilaymiz.
1. Ixtiyoriy piramida:
St =Sy + Su-
v=ls n=-L.s.
3 3
Piramida qirralari soni n ta bo‘lsa, yon yog‘i —n ta,
tomonlari — n+1 ta.

2. Muntazam piramida.

Peramidaning asosi muntazam ko‘pburchak va
balandligining asosi ko‘pburchakning markazi bilan
ustma-ust tushsa, bunday piramida muntazam piramida
deyiladi. Muntazam piramidaning balandligi yotgan
to‘g‘ri chiziq uning o‘qi deyiladi.

Muntazam piramida yon yog‘ining uchidan
o‘tkazilgan balandligi apofema deyiladi. Piramida yon
yoqlari yuzlarining yig‘indisi uning yon sirti deyiladi.
| - yon qgirrasi, f - apofema, a - asosining tomoni, « - yon yog‘i bilan asos
tekisligi orasidagi burchak.
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P, =n-a, Saszlnoa-r,
Syonzi‘Das'fzsai' ST=Syon+Sas' Vzlsas H'
2 Coso
I>=R*+H?, f2=r>+H?

a. Agar piramida yon yoqlari asos tekisligi bilan
bir xil burchak hosil qilsa, piramidaning balandligi
asosiga ichki chizilgan aylana markaziga tushadi.

b. Agar piramida yon girralari asos tekisligi bilan
bir xil burchak hosil qilsa, piramidaning balandligi

asosiga tashqi chizilgan aylana markaziga tushadi.
AABC “.ning  yuzini  tekislikka  proyeksiyanlasa, = AABD  hosil

bo‘ladi: Syg, =S usc -COS .
3. Kesik piramida.

S on:%(Pl-’_PZ)'hO’ ST:Syon-i_sl-'_SZ'

y

\ :%ST -r:%H(Sl+,/S1 -5 +82)

4. Muntazam uchburchakli piramida.

| - yon qgirrasi, f - apofema; a‘-.asosining tomoni,
a - asosidagi ikki yoqli burchak.

2
i H? = 1/ +H2 JR¥G H? = %+H2; r:—af; R:—a‘f;
2
5, =2 3 SyOHZEa-f; staf(aﬂ/a +12H? ) vz%sT-Hzalf-

5. Muntazam to‘rtburchakli piramida.
| - yon qgirrasi, f - apofema, a - asosining tomoni;
a - asosidagi ikki yoqli burchak.

—JriyH?= ,/ "L He —JR?+H? = ,/ r:%; R:#;

1
SaS:a, yon_ . —w V—§a2 H; STZEp'f_'_Sas
6. Qirrasi a — ga teng bo‘lgan muntazam tetraedr.
a - qirrasi.
R:ﬁ; r:ﬁ; R=3r; S :3\/§a2; S, =a?J3; V=a2\/§.
4 12 yon 4 12
7. a) Agar r- piramidaga ichki chizilgan sharning, R - esa uning asosiga ichki
sina -R

chizilgan aylananing radiusi bo‘lsa,

o‘rinli. (¢ - asos va qirrasi
1+cosa

orasidagi burchak).
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b) Radiusi R —ga teng bo‘lgan sferaga asosi kvadratdan (tomoni —a) iborat bo‘lgan
muntazam piramida ichki chizilgan bo‘lsa, uning qirrasi (q)
quyidagiga teng: q=+2HR.

| Piramida
Ixtiyoriy piramida

St =Su +Syon
vzlsas-H;

3

1
V:§ST -I’sh

r, -piramidaga ichki chizilgan sharning radiusi.

Masala, yechishda ko’p hollarda piramidaning balandligi asosining qaysi
nugtasiga tushishi muhimdir.
Bunday hollarda quyidagi ma’lumotlardan foydalanish qulayroq:

1-hol. Masalada piramidaning barcha yon qgirralari teng, yoki piramidaning
barcha yon qgirralari<asos tekisligi bilan bir xil (a) burchak hosil giladi deyilsa,

uning balandligi asesiga tash@i chizilgan aylana markaziga tushadi
H?+R*(=1%; sinazT—; cosw:IB tga:%.

5 Agar biror _ko’pburchakka tashqi aylana chiziq mumkin
bo’Imasa, bu ko’pburchak bunday piramidaga asos bo’lolmaydi.
(M —n romb)
2-hol. Piramidaning,asosidagi‘harcha ikki yoqli burchaklari (5)

teng, yoki piramidaning uchi uning tomonlaridan bir xil uzoqlikda bo’lsa, uning

balandligi asosiga ichki chizilgan aylana markaziga tushadi.

H? +r?=1f?; sinﬂ:%; tgﬂ:%

yon
f -apofema;
P,.-piramida asosining perimetri (To’g’ri to’rtburchak asos

bo’lolmaydi)
Muntazam piramidalar
1) Muntazam uchburchakli piramida

_a. _.a. R
NERE N
f -apofema;
| -yon qirra;

B-yon qirra bilan asos tekisligi orasidagi burchak, yoki yon
yoq bilan asos tekisligi orasidagi burchak
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2
S =a‘/§; Syonzle:§af; St =S. +Syons vzlsasH; H? +R*=1%;
as 4 2 as yon 3
H?2+r?=f?%;, H?=1?-R?*=1f%-r?; sina:$; cosa:IE; tgaz%; sinﬂ:%;
r H
cosf=—; gf=—.
B=1:1h=7

Muntazam uchburchakli kesik piramida

a3

4 4
1 a R, r
S; =S, +S, +S,on; V=§H(Sl+,/8182+82); a—lzR—lzr—l;
2 2 2

Sl_alz_Rlz_rl
S, ai R r}’

S,, S, -piramida asoslarining yuzlari.
* AA DD, trapetsiya‘ajratib olinganda

S, =

2
; S1=a2\/§; Syon:%(P1+P2)f:g(a1+a2)f;

2

A ROn L : H R -R,
Sina = — j4c0sa = ; tga =
HoE| BN | | R —-R,

o . H . n-r, $-S5,, H .
s p s et =S =
R - R, non f Syon n—-rn

(R,—R,)* % H*=17;

(r,—r) +H*=1f?
|2 _(Rl - R2)2 =f? _(rl _rz)z-
Yon qirrasi o’zaro perpendikulyar be’lgan uchburchakli piramida

g b y = abe
; i 61
Syon :E(ab+ bc +ac) .
A - *Tetraedr-hamma girralari teng muntazam
uchburchakli piramida.
3
Hzﬁ; S =a43; V:alf

* Tetraedr asosiga ichki va tashqi chizilgan aylanalar
radiuslari

a aJ3. . a aJ3

=——s=——, =—
2J3 6 J3 3

* Tetraedrga ichki va tashqi chizilgan sharlar radiuslari
_al6 _Ry. o a6

r, = ; —=3r, .
sh 12 3 sh 4 sh
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*Yon girrasi va asos tekisligi orasidagi burchak kosinusi: cosa = % :
* Asosidagi ikki yogli burchak kosinusi: cosp :%.

Muntazam to’rtburchakli piramida
R= a. r= a .
N 2
a -yon girra va asos tekisligi orasidagi burchak.
p-asosidagi ikki yogli (yoki yon yoq va asos tekisligi

orasidagi) burchak

. ) R . H

Sinag=—, cosa=—, tgoa=—
I I R

) H r H

sinf=—;¢0sf=—; gf=—

== eosp - tgp =

RZ+HZ=12; r2+H2=f?; I2-R2=f2_r?,
: 10es

Sas =a2’ Syon ZEPf 1 ST :Sas +Syon'

V=-S H; V =%5T -1, . [r,, -piramidaga ichki chizilgan sharning radiusi.

Diagonal kesim g
d=v2a; d=—2 '
cosa
skzd'TH; H=22 140 H=I-sina
Muntazam to’rtburchakli kesik piramida
E 4 & . H R, —R
you : . 1 24 tger = H ;
Rl _Rz
S,—-$S
= B 2 ; Sl = a'l2
Syon
4 : 2. 1 : :
4 D ) 82=a2’ SyonZE(Pl_Pz)f’ ST281+SZ+Syon’

1 aa R r, S, a’ R?* r?
V=2(S 4458, +8,):2_S_h.> 4 & _h
3( ! S +5;) a, R, r,’ S, a’ R? r}

Diagonal kesimi

A B & Ac=d,=+2a; AC,=d, =+2a,
i m d,, d,-piramida asoslarining diagonallari.
e d, +d

2
A 7 c S =—t—2% ZH;dE:(—dlzdzj +H?,

Oktoedr-muntazam sakkizyoq
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_af6. a2 a2
3

; S, =2a%/3;V =

jismning sirti va hajmi
c-tomon atrofida aylantirganda; c

B
S, =x-h (@a+h); V. =L z.c.h? ,1 ’

3 ah c b
a-tomon atrofida aylantirganda; \U///

S,=x-h,(0%C); Vazéﬂ-a-hj

b -tomon atrofida aylantirganda;
S, =x-h,(a+c);V, :%ﬂ-b-hbz.

To’ldirilgan piramida
SABC-katta (yoki te’la) piramida;
SAB,C, -kichik piramida;
H, - to’la piramidaning balandligi;
H -kesik piramidaning balandligr;
h-kichik piramidaning balandligi;
V; -to’la piramidaning hajmi;
Vv, -kichik piramidaning hajmi;
Vv -kesik piramidaning hajmi
H; =SO=H +h; H=00,3h=80; V; =V +V,;

V :%H(Sl +48:5, +5,); Vq :%SlHT; Vlzészh;

_ 1

2 1

& _H; H+H R _n.S _a Hf (H&h?® R’ 1’

a, h h R, r,' S, a’ h? h*  RZ
V; a’ H{ (H+h?® R’ r’
v, a3 non R r
MUNTAZAM KO‘PYOQLAR.

Agar qavariq ko‘pyoq yoqlarining tomonlari soni bir xil bo‘lgan muntazam
ko‘pburchakdan iborat bo‘lsa va shu bilan birga ko‘pyoqning har bir uchida bir
xil migdordagi qirralar uchrashsa, bunday gqavariq ko‘pyoq muntazam ko‘pyoq
deyiladi.

Muntazam gavariq ko‘pyoqlarning besh turi bor: tetraedr, kub, oktaedr,
dodekaedr, ikosaedr.

R r Sto'Ia Vv
Tetraedr(4) a6 a6 a3 a2
4 12 12
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Kub (6) a3 a 6a2 a®

> 2
Oktaedr (8) a2 a6 2823 aV2

2 6 3
Dodekaedr aV3 a [25+4115 | 3a?J25+1005 | @° s+ 75)

(12) J5-1 2 10 4
Ikosaedr (20) | 2 [15. 5 /5 al3++5) 5a%V3 5a° (3 N \/g)
4 43 12

Eyler formulasi: Y+P=Q+2,

bu yerda Y= gavarig ko‘pyogning uchlari soni, P-yoqlari soni, Q- girrallari soni.

O‘XSHASH KO‘PYOQLAR.
Sl_PlZ. Vl_a'13_ Hl3_ F)ls_ll3
Sz—L’z}’ Vz_[az} _{Hz} _{Pz} _[Ijl
SILINDIR.

Parallel ko‘chirishwbilan ustma-ust joylashadigan va
bitta teksilikda yotmaydiganikki doiradan va bu
doiralarning mos nugtalarini< tutashtiruvchi  hamma
parallel to‘g‘ri chiziq kesmalaridan.tashkil topgan jism
silindr deyiladi. Doiralar silindirning asoslari deyiladi,
doira aylanalarining mos nugtalarini /tutashtiruvchi
kesmalar silindirning yasovchilari deyiladi.

Silindir asosining radiusi silindirning radiusi deyiladi.
Silindir asoslarining tekisliklari orasidagi masofa

silindirning balandligi deyiladi. Asoslarining ‘markazidan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq

silindirning o‘qi deyiladi. Bu o°q yasovchilarga parallel'bo‘ladi.
So.=m-R*; S, =27-RH; S;=2mR(R+H)=2RH%2R".

S; =S5, +2S
V=x R? H.
Agar ABCD kvadrat bo‘lsa —

H=2R; R=H/2 S, =Suep=4R2=H?=2RH;

Sies =S ascep =2RH —0'q kesim.

yon?

S; =6rx R2=g7z H?:

2
V=en RZ:%” He == 4d ‘H=S,,,7 R; (d=DB)
Vo Rt
2
Agar Syonzzsas Va SO'q_kES =G boclsa) V = dd G(ZG) O‘I’ll’lll.
SILINDR
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Silindr yoyilmasi

1o

2qR
00, -silindr 0’qi; H -balandligi;
| -yasovchisi; R -asosining radiusi;
S, -silindr asosining yuzi; Vv -silindr hajmi.
OOIZHZI; Sas:7ZR2; SyonzzﬂRH; ST 22835+Sy0n=27zR(R+H);

V=S, H=R*H.
Silindr va kesim

A
=y
I
I
1
I
)
2
P
. a AB . a X a <{AB;
sin—= , COS—=—, tg—=
2 2R 2 R 22X

x -kesma va silindr o’qi orasidagi masofa
Silindrwvarkesimlar
Silindrning o’qiga parallel kesimlar

I. O’q kesim. T
S, =2RH o

| 711
Teng tomonli silindrda 0’q kesim kvadratdan/iborat bo’ladi: }HHH{H:
H=2R J:‘.'H"}?"I‘I'.‘f

II. Silindr o’qidan biror x masofada o’tuvchi kesim.

A
a,
B
H
0
c
2
S, =Ab-H; x? +[ 2B =R?; sing:ﬁ;coszzl;tgg:E
2 2 2R 2 R 2 2X

III. Silindr o’qiga parallel o’zaro kesishuvchi kesimlar
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a-b=c-d=R*-x";S,-S5,=S,-8S,.

Tekisliklar perpendikulyar bo’lsa

Soqk = JSZ+S2+52+52 o’rinli

x-silindr asosining markazidan tekisliklarning kesishish

nuqtasigacha bo’lgan masofa.
-silindrning 0’q kesimi.

S

o'qk
IV. Silindr yasovchisidan o’tuvchi tekisliklar

C S .src - ABFE nugqtalardan o’tuvchi tekislik
ﬁR a=90" da, ya’ni S, 1L S, bo’lganda
S .ere -0’ kesim bo’ladi.

. SZie =S2 +52-25,5,008a; S, =+/S +S2—2S,S, cosa

A E Qo’shimcha.
{a s,
5 Yuqoridan ko’rinishi ﬂ
H
u S5 S o
Ssina.« sing  sing
5 Silindr-0’qini kesib o’tuvchi kesim

Kesim ABCD trapetsiyadan iborat bo’ladi.

KONUS
Konus deb shunday jismga aytiladiki, u doira — konus

asosidan, shu doira tekisligida yotmagan nuqta — konus uchidan
va konusning uchini asosining hammas="nugtalari bilan
tutashtiruvchi kesmalardan iborat bo‘ladi. Konus uchini. asos - L

aylanasi nugtalari bilan tutashtiruvchi kesmalar«konusning
yasovchilari deyiladi. Konus sirti asosidan va yon sirtidan tborat.
Konusning uchi bilan asos aylanasining markazini
tutashtiruvchi to‘g‘ri chiziq asos tekisligiga perpendikulyar
bo‘lsa, bunday konus to‘g‘ri konus deyiladi. &5
Konusning uchidan uning asosiga tushirilgan perpendikulyar | L
konusning balanndligi deyiladi.

L=vR*+H?, S, =7 R’ S,on =7 RL.
S =7 R(L+R)=S,,,+S.

V=%7Z-R2-H=ST~r, R=%L.

Yoyilmasi uchidagi burchak: « = ZTR180°.
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KESIK KONUS ]
L=y(R-rf+H?, S, =7 L(R+r), Syq wes=(R+1)H. T
S =S, +5,+S, =S, +7 (RZ+12)=7 (R+r)L + 72 +7 R L L

v :%;: H(R? +Rr+r?),

Vi _(HY S _(H)
V H ' S H )

Xususiy hollar.
Agar L=2R bo‘lsa, S; =9 7 r’(r —ichki chizilgan sfera radiusi.) bo‘ladi.
2 2
L*=2HR, ,. R, =%, L=v2R, V =§7z -R?, bunda R, - konusga tashqi

chizilgan'sferawadiusi.
_sina-R»R-H
“1+cosa L+R
yasovchi va asos orasidagiburchak.

Kesik konus uchun‘L =R +r; H = 2r, bunda r, - konusga ichki chizilgan sfera
radiusi.

R -konus asosining radiusi;

| -konus yasovchisi;

H -balandligi;

h-konus asosi markazidan uning yasevchisigacha bo’lgan masofa;

a -yasovchi va asos tekisligi orasidagi burchak;

B -yasovchi va balandlik orasidagiburehak.

bunda r, - konusga ichki chizilgan sfera radiusi, « -

1

. H h. R S, . H

sina=—=—, cos@=—=—2": tga=—

| R | Syon R
H?+R?=1%; R-H=I-h;"Sg=R3 Syon =7RI;

S, =S, +S =;zR(R+|);V=18 HeLlmen=ts g
T as yon 3 as 3 3 yon

Konusning yoyilmasi

2mR

27ZR:|(D, Qo=—
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Konusning o’q kesimi
S, =RH
Teng tomonli konusning o’q kesimi muntazam uchburchakdan
iborat bo’ladi.

Konusning yasovchilari orqali o’tkazilgan kesim

h, -kesimning balandligi
h-konus asosining markazidan kesimgacha bo’lgan masofa;
Gy

& A

AN A

A D F E
Konusning asosiga parallel qilib o’tkazilgan kesim

S¢ R? H’

as

S, i A(H -’
R H
rk

"H-a
V -konusning to’lig hajmi;
V, -konusning kesimdan yuqori gismining hajmi;

; a-konus asosidan kesimgacha bo’lgan masofa.

Kesik konus

H2+(R—r)2:|2; Sina:i;tgazl;coscx: _ ’
| R—r | Syon

Suz =%, S, =A(R+T); S; =Su, +Sus +Syon St =7(R* +r?I(R+1);

1 . 1 )
Vv :§H(Sasl+ [S.:Sus +Sus); V=§7ZH(R2 +Rr+r?); Soqr =(R+1)H

SHAR

Fazoning berilgan nuqtadan berilgan masofadan katta bo‘lmagan uzoqlikda
yotgan hamma nuqtalaridan iborat jism shar deyiladi. Berilgan nugta sharning
markazi, berilgan masofa esa sharning radiusi deyiladi.

Sharning chegarasi shar sirti yoki sfera deb ataladi.

Shar sirtining ikki nuqtasini tutashtiruvchi va sharning markazidan o’tuvchi
kesma diametr deyiladi. Istalgan diametrning oxirlari sharning diametral
garama-qarshi nugtalari deyiladi.
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% . 1 R2=d2+l’2, dZZRZ—rZ, Ssharsim :47ZR2, V:%ﬂR?’:%ds.
- Shar sektori: S, ., =22R(2H +r), V —§7ZR2-H=%CI2H.

sek T
2

Shar segmenti:

N H iZR_Hj’ SYO” =27RH =7Z(I’2+H2), Sto'la.seg =7Z'(2I’2+H2),

Ve =M42(R—%Hj=%7zl-l(3r2 +H?) 0<H<R.
SHAR KAMARI (HALQASI)
Skamar = 27[ RH ; Sto'la kamar — T (ZRH + r12 + rzz);

[ S W

T

vV, :%7[ H(Er2 +3,2+H?)  O0<H<R;

2 2
Viamar =7 H {r+§(R—r)} .

Markazi koordinata boshida, radiusi R-bo‘lgan sfera tenglamasi: x*+y?+z? =R?
Markazi A(a,b,c) nugtada, radiusi‘R‘bo‘lgan sfera tenglamasi:
(x—a)* +(y-by +(z-c) =R?

SHAR
3
S:4ﬂR2=7Z'd2;V=g7ZR3:ﬂ.g 3
*Markazi O(a;b;c) nuqtada bo’lgan /R radiusli shar

tenglamasi:
(x—a)’ +(y—-b)* +(z-c)* <R?
*Markazi O(a;b;c) nuqtada bo’lgan R radiusli sfera tenglamasi:
(x—a)> +(y—b)* +(z-c)* =R?
Shar kesimi. Shar va tekislik

= R,r-shar va kesim radisulari;
f -shar markazidan kesimgacha masofa;
« -sharning radisui va tekislik orasidagi burchak
2. f. r. f
f2+r’=R ;' S, =zr?,sina=—; cosa=—, tga =—
R R

-
*Agar biror to’rtburchakning tomonlari (M —n uchburchak, to’rtburchak va
hokazo) sharga urinsa, kesim shu ko’pburchakka ichki chizilgan doira bo’ladi va
r ko’pburchakka ichki chizilgan doiraning radiusi bo’ladi.
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Shar segmenti
r -shar segmenti asosining radiusi;
H -shar segmenti balandligi;
S, -Segment yon sirti;
S, -to’la sirti;
V -segment hajmi;
H(2R-H); S, =27RH; S; =22RH + zr*; V :%ﬂH2(3R+ H).

Shar sektori
27

S; =R(2H +71); V—?R H; v_—d H
d -sharningidiametri

Shar halqasi
H -shar halgasi balandligi;
R,, R,-shar halqasining radiuslari

S0 = 2RH}. S; =7(2RH +R? +R});

2 2 2 2 . _1 2 2 2\ -
H = \/R —RZ4 R —R; V=2 HER! 3R]+ HY);
V== 7zH - 7z(R2+R)

Eslatma. R, va R2 -raluslar shar 'markazidan bir tomonga joylashgan bo’lsa,
R R R

formula o’rinli bo’ladi.

Sharga ichkiehizilganikonus

2 2
(H-R)?+R?=R?; R tH”
gl.R 2H
R -shar radiusi;
Fy H -konus balanligi;

R,-konus asosining radiusi.
Sharga ichki chizilgan silindr
R, -silinr asosining radiusi
2
R LA g
4

2.3

H= 3 ~=Z R bo’lganda sharga ichki chizilgan silindrning hajmi eng katta bo’ladi.

Sharga ichki chizilgan prizma

2
2
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Sharga ichki chizilgan piramida

(H —R)? + R? =R?

R2 +H
Sharga tashqi chizilgan konus
:_k: H .
H-r r I1-R’
R _
r \/HZ —2Hr

r -sharning radiusi
Shargaitashqi chizilgan kesik konus

=R, +R, =l
H
H=2r;, r=—
2

., -trapetsiyaning o’rta chizig’i.
Silindrga ichki chizlgan shar

H
74 , r=R,=—.

H 2
\B\ 7/ Silindrning 0’q kesimi kvadratdan ibrat bo’ladi.
. Sharga va parallelipiped

R, -tashqi chizilgan sharning radiusi
r,, -ichki chizilgan sharning radiusi

d H 1
R _51 Fen :?; v =§ST T

Muntazam piramidaga shar ichkt chizilganda
_ sina
* 1+cosa

r.. -piramida asosiga ichki chizilgan aylananing radiusi
a -piramida asosidagi ikki yoqli burchak.
VEKTORLAR
1) Birlik vektorlar - i=(L0), j=(01); [i=|jl=L i-j=0.
2) Vektorlar ustida amallar:

1. Alx;y,), B(x,;y,) bo‘lsa, AB(x,—x;y,~y,) A nuqta vektorning boshi, A -
nugta vektorning oxiri deyiladi. Agar a =x,-%x , a,=Yy,-Yy, bo‘lsa,

AB(a,,a,) Yoki a =(a,,a,) kabi belgilanadi.

2. \/(Xl_xz)2+(Y2_y1)21 g:\/3-12+3-22,

—

AB

—|

a.

AB| =
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Agar fazoda A(x;;y,;z,), B(x,;y,:z,) bo‘lsa,

‘ATB‘ = J =%, +(y, -y, +(z, -2, ), |al=y/aZ+a+a2 boladi. Bular
vektornig moduli yoki ikki nugta orasidagi masofa ham deyiladi.

3. ;:(al, a, ), B:(bl,bz) bo‘lsin gigz(al +b,, a, +b,) - vektorlarni qo‘shish
yoki ayirish.

N
a

4. n-a=(n-a, n-a,) - vektorlarni songa ko‘paytirish.
S. Z-B_al b, +a,-b, = al-|b| - cose - skalyar ko‘paytmasi. Bunda « - ikki vektor

S [ 2
al =y a-a.

orasidagi burchak.

6. a-b =0 bo‘lsa vektorlar perpendikulyar bo‘ladi, ya’ni alb bo‘lsa, a =90°
bo‘ladi.

7.0 bo‘lsa, vektorlar kolleniar (parallel) bo‘ladi, ya’ni §|| b.
aZ 2

(=2

8. Vektorlar orasidagi BUrchak: cosy =22 t8 P _ a-b

- [

al-|b

- |-

a-b‘

9. AB(a,b) to‘g‘ri chiziqqa (vektorgd) perpendikulyar va (x,;y,) nugtadan
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi: @(x — x, )+ b(y - y,)=0.

NUQTADAN TO’G’RI CHIZIQGACHA BO’LGAN MASOFA
M (x,;Y,) Nugta va ax+by+c=0 to‘g‘ri ¢hiziq berilgan bo‘lsa, nuqgtadan to‘g‘ri
Jarxy+b-y, +¢

va?+h?

chiziggacha masofa (d) quyidagi formula orgalt aniglanadi: d

KESMANI BERILGAN NISBATDA BO‘LISH
MA:MB=1, M(X,;¥,) A(X:Y,) B(x,;y,) bo’lsa:

KA X, Nt AY,
° 1+4 70 1+4
X, + X
MA=MB bo’lsa: X, :%; Yo =L2y2.

IKKI NUQTADAN O‘TGAN TO‘G‘RI CHIZIQ TENGLAMASI.
A H . . X=X Y—Y;
Tekislikda: A(x,,y,), B(X,,Y,): Xy y
X=X _ Y- % _ -7
Xo =X Yo=Y 2,4 .
A(x,, y;) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi: y — y, =k(x — x, ).
M (X,, Yo, Z,) Nuqgtadan Ax+By+Cz+ D=0 tekislikkacha masofa (d) quyidagi
|A-X, +B-y,+C-z,+D|

JA? +B? +C?

Fazoda: A(x,,Y;.z) B(X,,Y,.2,):

formula orgali topiladi: d
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A1X+Bly+Clz+Dl:O - . . . . .
tekisliklar orasidagi burchak quyidagi formula bilan

Ax+B,y+C,z+D, =0
topiladi:

A-A +B-B,+C,-C,
JAN +BZ+C2 -\ JAZ+BZ+C2
Agar tekisliklar parallel bo‘lsa, ular orasidagi masofa (d) quyidagi formula orgali
topiladi:

COSsa =

|D2 B D1|

JAZ {B?+C?

d:

X+B,y+C,z+D, =0
A_B _G bo‘lsa, {Al 1Y+ ' tekisliklar parallel bo‘ladi.

L=
A, B, C, Ax+B,y+C,z+D, =0

SIMMETRIYA

A(x; y) nuqtaga Ox/0°qiga nisbatan simmetrik nuqta - A, (x;—y), Oy o‘qgiga nisbatan
- A, (- x;y), koordinata boshiga'nisbatan- A, (- x;~y) bo‘ladi.

A(x,y,z) nuqtaga OX o‘qiga nisbatan simmetrik nuqta - A (x;—y;—z), Oy o‘giga
nisbatan - A,(-x;y;-z), Oz o‘giga nisbatan - A,(-x—y;z), Oxy (XY) tekisligiga
nisbatan- A,(x;y;-z), Oxz (XZ)tekisligiga nisbatan - A, (x;—y;z), Oyz (YZ) tekisligiga
nisbatan - A;(~x;y;z) , koordinata boshiga nisbatan- A (- x;—y;~z) bo‘ladi.

Hech qaysi 3 tasi bir to‘g‘ri chizigda yotmaydigan n ta nuqtani tutashtirishdan

@ nin-1n=2)  Setik hosillbo‘ladi.
TO‘G‘RI CHIZIQ VA TEKISLIKKAQID BA’ZI MULOHAZALAR

1. Agar ikki to‘g‘ri chizigni uchinchi to‘g‘ri chiziq kesib o‘tganda, bir tomondagi tashqi
burchaklar yig‘indisi 1809ga teng bo‘lsa, bu to‘g‘ri chiziglar'paralleldir.
2. Agar tekislikda yotmagan to‘g‘ri chiziglar tekislikka perpendikulyar bo‘lsa, bu to‘g‘ri
chiziglar paralleldir.
3. Agar tekislikda yotmagan to‘g‘ri chiziq tekislikdagi biror to‘g‘ri chiziqqa parallel
bo‘lsa, tekislik va to‘g‘ri chiziqlar o‘zaro paralleldir.
4. Agar tekislikka tushirilgan og‘ma tekislikda yotuvchi to‘g‘ri chiziqqaperpendikulyar
bo‘lsa, uning proeksiyasi ham og‘ma to‘g‘ri chizigqa perpendikulyar bo‘ladi.
5. Agar tekislikdagi to‘g‘ri chiziq tekislikka tushirilgan og‘maga perpendikulyar bo‘lsa,
bu to‘g‘ri chiziq og‘maning proyeksiyasiga ham perpendikulyar bo‘ladi.
6. Agar ikki to‘g‘ri chiziq uchinchi to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lsa, ular o‘zaro
paralleldir.
7. Agar fazoda ikki to‘g‘ri chiziq uchinchi to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lsa, ular o‘zaro
paralleldir .
8. Agar bir tekislikda yotgan ikki to‘g‘ri chiziq ikkinchi tekislikda yotgan ikki to‘g‘ri
chiziqqa mos ravishda parallel bo‘lsa, bu tekisliklar paralleldir.
9. Tekislikda yotuvchi kesishuvchi ikki to‘gri chiziqgqa perpendikulyar to‘g‘ri chiziq
tekislikka ham perpendikulyardir.

ta to‘g‘ri chiziq,
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10.  Tekislikda yotgan to‘g‘ri chiziq og‘maning proeksiyasiga perpendikulyar bo‘lsa,
og‘maning o‘ziga ham perpendikulyardir.
11.  Tekislikda og‘maning asosidan uning proeksiyasiga perpendikulyar qilib
o‘tkazilgan to‘g‘ri chiziq og‘maning o‘ziga ham perpendikulyardir.
12.  Tekislikdagi kesishuvchi ikki to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri
chiziq tekislikka ham perpendikulyar.
13.  Ikkita parallel tekislikni uchinchi tekislik bilan kesganda hosil bo‘lgan to‘g‘ri
chiziglar o‘zaro paralleldir.
14.  Agar tekislik parallel tekisliklardan biriga perpendikulyar bo‘lsa bu tekislik
ikkinchi tekislikka ham perpendikulyardir.
15. Fazodagi ikki to‘g‘ri chiziq uchinchi to‘g‘ri perpendikulyar bo‘lsa ular o‘zaro
paralleldir.
16. Og‘ma va uning tekislikdagi proeksiyasi orasidagi burchaklaridan eng
kichigiga ‘og‘ma va tekislik orasidagi burchak deyiladi.
UCHBURCHAKKA OID BA’ZI MULOHAZALAR
1. Agar ikkita teng yonli uchburchakning asoslari va asoslaridagi burchaklari teng
bo‘lsa, bu uchburchaklar tengdir.
2. Agar ikkita téng tomonli uchburchaklarning balandliklari teng bo‘lsa,
uchburchaklar tengdir.
3. Agar bir uchburchakning uchta.tomoni ikkinchi uchburchakning uchta tomoniga
mos ravishda teng bo‘lsa,, bu.aichburchaklar tengdir.
4. Ikkita to‘g‘ri burchakli uchvurchakning gippotenuzalari va bittadan o‘tkir
burchaklari  bir-biriga teng bo‘lsa 'bu”_uchburchaklar tengdir.
5. Asosi va uchidagi burchagi ofzaro teng bo‘lgan teng yonli uchvurchaklar
o‘zaro tengdir.
6. Teng tomonli uchburchakning balandliklari (medianalari, bissektrisalari) kesishish
nuqtasida 2:1 nisbatda bo‘linadi.
7. Muntazam uchburchak medianasining uchdan bir qismi unga ichki chizilgan
aylana radiusi bo‘ladi.
8. Muntazam oltiburchakning katta diagonali unga «tashqi chizilgan aylananing
diametriga teng.
GEOMETRIK MASALALARGA YORDAM
a) Planimetriya
1) hech qaysi uchtasi bir to’g’ri chizigda yotmaydigan n ta nagtadan o’tkazish
mumkin bo’lgan to’g’ri chiziglar (kesmalar) soni:
n(n-1)
2
2) uchburchakning ikki tomoni uning uchidan boshlab hisoblaganda m:n va k:I
nisbatda bo’lganda,

S, -umumiy katta uchburchakning yuzi yic
Sa_ mk
s (m+n)k+D) m [
mk S i Iy

AT mrn)k+1)
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3) Tomonlari a,b va ¢ bo’lgan uchburchakning ¢ tomoniga tushirilgan mediana
va bissektisasi orasidagi yuzani hamda ¢ tomondan ajralgan kesma uzunligini

hisoblang.

axXx+bx=c; X=——

c

_Ja=bjx _|a-bf-c.

a+b’

2

b) Stereometriyaga doir
o’lchamlari axbxc bo’lgan to’g’ri burchakli parallelepiped ichiga tomoni d
bo’lgan kublardan eng ko’pi bilan nechta joylashtirish mumkin.
al|b||c
)ls)15)
BA’ZI TURDAGI TENGLAMA VA TENGSIZLIKLARNI

YECHISH SXEMASI
Bir tomoni modulli bo’lgan tenglama va tengsizliklar

2(a+h)’

~ la—b|
* " 2(a+b)

fl<¢ DL f[=¢ f[z¢ f[>¢
—p<f<op ~p<f <o {(?20 .
OKi oki - e
_y¢)<f _y(0<f yoKi f<—p f2p | f<—p f>p
{ { - {f<o {fzo
f<g f<o v
fl==p \f =09

Ikkala tomoni ham modulli bo’lgan tenglama va tengsizliklar

[fl<le [fl<le =l [f1=le hikdl
. : f== : :
f? <p? yoki f? <p? yoki vago 2> p® yoki f2>p? yoki
(f —o)(f +9) <0 (f —@)(f +¢9)<0 f=gp (F-2)(f +£9)20| (f —@)(f +¢9)>0
Bir tomoni kvadrat ildizli bo’lgan tenglamawa tengsizliklar
Jf<o Jf<o f=p Jf > Ji>p
0 >0
v ¢ >0 p<0 |20 <0 [p=0
f>0 f>0 ¢ ) f>0u £ 502 f>0uf )
= 2 > 2 >
f<p® f <g? 4 4 4
Ikkala tomoni ham kvadrat ildizda bo’lgan tenglama va tengsizliklar
fedo | V= | If=de | JTado | JTo4o
f= . : :
0<f<op 0<f<ogp {f>§yokl f<p>0yoki | f>p>0 yoki
. (f>0 . [f>0 - >
yoki yoki f=gp 2o f>o
f<o f<o p>0 =0
>0
Logarfmik tenglama va tengsizliklarni yechish sxemasi.
log, f <0 log, f <0 log, f=0 log, f =0 log, f >0
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f—-1 -1) <0 f-D(p-1
oD@ D=0 (4 ye-p=<o (t-pp-pzo | |1 DOD>0
f>0 f=1 f>0

o f>0 0 1 f>0 20
@ =>Y, p>0,p%1 p>Lo* p>0,p#1 ¢
=1 EN

log, f, <log, f, log, f, <log, f,| log, f, =log, f, log, f, >log, f, | log, f, >log, f,

(f.-f)e-D)<Q |[(f,-f,)e-D)<0 [f, =1, (f, =) e-D=0 [(f,-f)e-1)>0

f,>0 f, >0 f,>0 f,>0 f,>0

f,>0 f,>0 0>0,p#1 f,>0 f,>0

¢>0 p>0,p#1 yoki p>0,p#1 p>0

o*1 f,=f, p#£1

f,>0
p>0,p#1
Qo’shimcha
[f "™ =[f (]2 [F I = [ (™ [ I <[F (0™
1) 9(x) =9(x)
f(x)#0
f(x)=0 {O< f(x)<1u{f(x)>l {O< f(x)<1 {f(x)>1
U
2) 190 >0 9(x)<@(X) F19()2o(x) | (9(X)=e(x) (9(X)29(X)
p(x)>0
3) [f(x)|=1

sina vVa cosa ning ba’zi burchaklardagi qiymatlarini birlik aylanada aniglanishi
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Ba’zi funksiyalar grafiklari

¥

y = x* parabola. y = x* kubik parabola. y =% giperbola.

Cos o X

—— 4 o W "i_.-x
P— T 0 7T 7T 37T 2y 2w 3T
= i 2 - T

;’ . ._ 2 )

AR
SIS R T o
y =secx va y =cosecx funksiya grafiklari

_-|Il"""r
—_JF"'F_
— e,

> }31
J ] L
-1 1 _;; -1 U 1 Er—
]
1 : i 1 : .
y=17 kasr funksiya grafigi Y= Anyezi zulfi
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Y
1/
0 < x
ol E
|
2 X =t . ;s X =t :
y = x3 bunda o Nelya parabolasi. y? =x* bunda e yarim
y= y=
kubik parabola
v
¥
2 =
0 x
DI >
y =+/x parabola (yuqori bo‘lagi) y =3/x Kubik parabola
y=cosx va y =sinx kosinusoida va sinusoida
,.’iﬂé-fn- -a-w.,%’mx!b
/ %%%_
il ke
: 552a x
f’ﬁjﬁ
.-(-""“FL
y=e* va y=e* ko‘rsatkichli funksiyalar grafigi r = a(l+cosg) kardioida
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|
[\J||‘53J ’,
J__f"
|
£
|
Jraly b
o
i;
m_l:-i_,
"-r-
\a\
¥ ‘::#”.L
'-:r-r'
I
!
[y
W
L
-
by

1 h 5 5
fn'* ".I f&' 1y f"..‘
. : ,

|
—— . —
—-_______
-
——— |
- ]
*l-—n—n—

AR

y =1gx

y = ctgx tangesoida va kotangensmda

b |

2}‘T?l!rn——|-

. ¥ =afccos X

Y =alCccos X

i g ke s T

Y =arccos &

—2??1

y =arcsinx va y=arccosx teskari trigonometrik funksiyalar grafiklari
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\<;Lyj:zgx
I

v T
t
1

/

/
¥ =arectgx
\Lf/.\

o9 3 x

1
A o
3
3

;

b
I
T
L1
) -
|

y = arctgx va y = arcetgx’ teskari,trigonometrik funksiyalar grafiklari

Y
f '
3T I
| TS
7 ! Jry-acrch
/ v f
e i / /y = arctgx
A N
2 '
-3 —5 . —1- 0 1 E.x2 3
,..--—-""F-- 4 ::
E o
2/?<:;;ng
- ]
i
_ i
1 74 4
\ 5
1\ 4
\ 3
y:ch; w..._‘__z _/7
1/”’:‘“');:5}3:{
R o 1 2 3
/-
/ -2
/ L
-3
f
/ -4
) -5

y =chx va y=shx giperbolik funksiyalar

funksiyalar
grafiklari
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y* = 2pxparabola

sigsoidasi
Y

,a+X

y? =X Strofoida

a—x

yaprog‘i

7k
(e -5
A
M
o\ %
™~
a
OM = AR \\

3at

A 1t
x> +y® -3axy=0 bunda 2} Dekart
a

y:l+t3
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7
T
Y
[0
Ve P(x, )
: N EVEE
[ Ar;
. [x=a(cost +tsint), x=a(t-sint), . , .
Aylana evolventasi _ sikloida
y =a(sint —tcost). y =a(l-cost).

x=acos’t, L 2 e 2g02 2
. bunda x3 +y2 =a3 Giposikloida (x* #y?)* =a*(x* —y?) bunda
y =asin"t.
(astroida) r’ £a”cos2¢ Bernulli

Lemniskatasi

=l

A a\/&
._—//

BI‘

X =4acost,

+Y° _1 bunda { ellips

2 y = bsint

m|><
N
cr

312



S.Hodjiyev, N.O.Jo rayeva, M.M.Hamdamov

Aca-alfa
B/ -betta

'y -gamma
Asdelta

Ee -epsilon
Z¢ -dzetta
Hnp-eta
O0-teta
I;-iota

KN -kappa
AA-lambida
Mg-myu

Qiymat

T

EIN-\\\M—\ &8 NN g’

By

llovalar
GREK ALFAVITI

Nv-nyu

=2&-ksi

Oo-omikron

Iz -pi

P ¢ -poO

o -sigma

Tz -tay

Yov-ipsilon

Do -fi

Xy -Xi

Yy -psi

Qw-0mega

AYRIM O°ZGARMASLAR

X lg x Qiymat X
3,14159 0,49715 1 0,36788

e
6,28318 0,79818 e’ 7,38906
1,57080 0,19612 Je 1,64872
0,78540 1,89509 e 1,39561
0,31831 1,50285 M=lge 0,43429
9,86960 0,99430 1 1o 2,30258

M
1,77245 0,24857 1 radian 57°17°45™
1,46459 0,16572 arcl® 0,01745
2,71828 0,43429 9 9,81

Ig x
1,56571

0,86859
0,21715

0,14176
1,63778

0,36222

2,24188
0,99167
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TESKARI MIQDORLAR, DARAJA, ILDIZ LOGARIFM
X 1 X’ x° Jx o J10x ¥x 310x  3100x  lgx  Inx

X
1,0 1000 1,000 1,000 1,000 3,162 1,000 2,154 4,642 0000 0,0000
1,1 0909 1210 1,331 1049 3317 1,032 2224 4,791 0414  0,0953
12 0833 1440 1,728 1,095 3,464 1,063 2,289 4,932 0792 0,1823
13 0,769 1690 2,197 1,140 3,606 1,091 2,351 5,066 1139 0,2624
14 0,714 1960 2,744 1,183 3,742 1,119 2,410 5,192 1461  0,3365
15 0667 2250 3,375 1225 3,873 1,145 2,466 5,313 1761  0,4055
16 0625 2560 4,09 1265 4,000 1,170 2,520 5,429 2041 0,4700
1,7 0588 2890 4913 1304 4,123 1,193 2571 5540 2304 0,5306
1,8 0,556 3,240 5,832 1342 4,243 1216 2,621 5646 2553 0,5878
19 0526 3610 6,859 1378 4359 1,239 2,668 5,749 2788  0,6419
20 0500, 4,000 8,000 1,414 4472 1260 2,714 5848 3010 10,6931
2,1 0476 4410 9,261 1,449 4583 1281 2,759 5944 3222 0,7419
22 0454 4840 10,65 1,483 4,690 1301 2802 6,037 3424 0,7885
23 0435 5290 12,17 1517 4,796 1,320 2,844 @ 6,127 3617 0,8329
24 0417 5760 13,82 1549 4899 1339 2884 6,214 3802 0,8755
2,5 0400 6,250¢ 1562, 1,581 5,000 1357 2924 6,300 3979 0,9163
26 038 6,760, 17,58 1,612 5,099 1375 2962 6,383 4150 0,9555
2,7 0370 7,290 19,68 1,643 519 1,392 3,000 6,463 4314 0,9933
28 0357 7,840 2195 1673+ 5292 1409 3,037 6,542 4472 1,0296
29 0345 8,410 24,39 15703 5385 1,426 3,072 6,619 4624 1,0647
30 0333 9,000 27,00 1732, 5477 1442 3,107 6,694 4771 1,0986
31 0323 9,610 29,79 1,761 “5568, 1,458 3,141 6,768 4914 11314
32 0312 10,24 32,77 1,789 5657 1,474 3,175 6,840 5051 1,1632
33 0303 10,89 3594 1817< 5745 /1,489 3,208 6,910 5185 11,1939
34 0294 1156 3930 1,844 5831k 1504, 3,240 6,980 5315 1,2238
35 0286 12,25 4288 1,871 5916 1,518 3,271 7,047 5441  1,2528
36 0278 1296 46,66 1,897 6,0000, 1,533 3,302 7,114 5563 1,2809
37 0270 1369 5065 1924 6,083 1547 3,332 7,179 5682 1,3083
38 00,263 1441 5487 1949 6,164 1560 | 3,362 7,243 5798 1,3350
39 025 1521 59,32 1975 6,245 1574 3391 /7,306 5911 1,3610
40 0250 16,00 64,00 2000 6,325 1,587 3,420 / 7,368 6021 1,3863
41 0244 16,81 6892 2025 6,403 1,601 3,448 7,429 6128 1,4110
42 0238 1764 7409 2049 6,481 1613 3,476 7,489 6232 11,4351
43 0233 1849 7951 2074 6,557 1626 3,503 7,548 o, 6335 1,4586
44 0227 1936 8518 2,098 6,633 1639 3530 7,606 6435 1,4816
45 0222 20,25 91,12 2121 6,708 1,651 3,557 7,663 6532 11,5041
46 0217 21,16 9734 2145 6,782 1,663 3,583 7,719 6628 11,5261
47 0213 22,09 1038 2168 6,856 1,675 3,609 7,775 6721 15476
48 0,208 23,04 1106 2,191 6,928 1,687 3,634 7,830 6812 1,5686
49 0204 24,01 1176 2,214 7,000 1,698 3,659 7,884 6902 1,5892
50 0200 2500 1250 223 7,071 1,710 3,684 7,937 6990 11,6094
51 019 26,01 132,7 2258 7,141 1,721 3,708 7,990 7076 1,6202
52 0192 27,04 1406 2,280 7,211 1,732 3,733 8,041 7160 1,6487
53 0189 28,09 1489 2302 7,280 1,744 3,756 8,093 7243  1,6677
54 0185 29,16 1575 2324 7,348 1,754 3,780 8,143 7324 11,6864
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“Durdona” nashriyoti: Buxoro shahri Muhammad Igbol ko‘chasi, 11-uy.
Bahosi kelishilgan narxda.

“Sadriddin Salim Buxoriy” MCH] bosmaxonasida chop etildi.
Buxoro shahri Muhammad Igbol ko‘chasi, 11-uy. Tel.: 0(365) 221-26-45
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